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Einleitung. 


Unter  politischer'^)  Arithmciih'  ist  jener  Teil  der  Mathemutik  zu 
verstehen,  welcher  sich  vornehmlich  mit  den  rechnerischen  Problemen 
der  staatlichen  und  sozialen  Institutionen  befaßt,  soweit  dieselben 
nicht  in  das  Gebiet  der  havfmännischen  Arithnictik  gehören.  In  dem 
Maße,  als  sich  die  letzteren  entwickelten,  gewann  auch  die  erstere 
immer  größere  Bedeutung.  Die  Anfänge  reichen  zw-ar  bis  in  das 
16.  Jahrhundert  zurück,  doch  von  einer  eigentlichen  politischen  Arith- 
metik kann  wohl  erst  vom  18.  Jahrhundert  an  gesprochen  werden. 
In  jener  Zeit  wurden  nämlich  die  ersten  Grundsätze  der  Rechnung 
mit  einfachen  und  Zinseszinsen  in  allgemeiner  Form  aufgestellt. 

Die  Wissenschaft  erweiterte  sich  in  der  Folgezeit  mit  Rücksicht 
auf  die  Regelung  der  Staatshaushalte,  die  Erstark;jing  des  Kredites 
und  die  Ausgestaltung  des  Vereins-  und  insbesondere  auch  des  Ver- 
sicherungswesens immer  mehr  und  umfaßt  heute  im  w-esentlichen 
die  verschiedenen  Arten  und  Modalitäten  der  Verzinsung,  die  Be- 
rechnung von  Zeitrenten,  die  diversen  Formen  der  Kapitalsrück- 
zahlung und  der  Tilgungspläne,  die  Bestimmung  der  Anlehenskurse, 
die  Lotterieanlehen,  die  verschiedenen  Anwendungen  der  Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung und  die  arithmetischen  Probleme  der  Lebens- 
versicherung. 

Nachdem  die  Grundlage  der  politischen  Arithmetik  die  Zinsen- 
rechnung  ist,  soll  zunächst  eine  kurze  historische  Darstellung  der 
Entwicklung  des  Kapitalzinses  gegeben  w-erden. 

Die  Abneigung  gegen  das  Zinsnehmen  auf  niedrigen  Stufen  wirt- 
schaftlicher Kultur  wird  sowohl  durch  das  Verbot  des  Zinsnehmens 
zw'ischen  Juden  untereinander  in  der  mosaischen  Gesetzgebung  als 
durch  das  im  alten  Rom  bestandene  Zinsverbot  dokumentiert.  Nach- 
dem sich  jedoch  mit  der  Entwicklung  der  Geschäftsverhältnisse  ein 
Auskommen  mit  unentgeltlichem  Kredit  als  unmöglich  erwies,  wurde 
bei  den  Römern  das  Zinsnehmen  zuerst  geduldet,  nachher  aber  durch 
die  Festsetzung  eines  Zinsmaximums  mit  1%  pro  Monat  förmlich 
sanktioniert.  Das  Christentum  schlug  aber  mit  seiner  Lehre  von  der 
Nächstenliebe  und  der  Barmherzigkeit  und  insbesondere  mit  dem 
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2 Einleitung. 

Hinweis  auf  eine  im  Evangelium  Lukas’  enthaltene  Stelle  („Gebet  das 
Darlehen,  ohne  euch  etwas  davon  zu  erhoffen”)  auch  in  die  römischen 
Zinstaxen  Bresche,  so  daß  Kaiser  Justinian  den  Zinsfuß  auf  6% 
jährlich  herabsetzte.  Fast  während  des  ganzen  Mittelalters  war  das 
auch  von  den  weltlichen  Gesetzgebungen  übernommene  kirchliche 
Zinsverbot  nahezu  unangefochten  in  Geltung.  Hatte  doch  Papst 
Clemens  V.  auf  dem  Konzil  zu  Vienne  (1311)  weltliche  Obrigkeiten 
mit  der  Exkommunikation  bedroht,  wenn  sie  zinsfreundliche  Gesetze 
erlassen  oder  die  erlassenen  nicht  hinnen  drei  Monaten  aufhoben 
sollten ! 

Dessenungeachtet  aber  hatte  das  Zinsnehmea  nie  aufgehört  und 
wurde  in  dem  Maße,  als  sich  das  wirtschaftliche  Leben  ausgestaltete, 
immer  dringender,  bis  allmählich  energische  Verfechter  desselben 
auftraten,  unter  welchen  besonders  Zwingli  zu  nennen  ist.  Vielfach 
wurde  das  Zinsverbot  auch  dadurch  umgangen,  daß  sich  der  Gläubiger 
— allerdings  nur  im  Falle  eines  verschuldeten  Versäumnisses  des 
Schuldners  — das  „Interesse”  an  der  verspäteten  Zahlung  von  letz- 
terem vergüten  lassen  konnte.  Es  wurde  dann  bei  der  Übergabe  des 
nominell  zwar  unverzinslichen  Darlehens  einfach  vereinbart,  daß  der 
Nachweis  des  verschuldeten  Versäumnisses  dem  Gläubiger  erlassen 
und  wie  hoch  das  diesem  während  der  ganzen  Darlehensdauer  zu 
vergütende  „Interesse”  sein  soll. 

Am  frühesten  wurde  das  Zinsnehmen  in  England  gestattet  (1545), 
in  Deutschland  ungefähr  lOü  Jahre  später,  dagegen  in  Frankreich 
das  Zinsverbot  noch  unter  Ludwig  XIV.  erneuert  und  erst  im  Jahre 
1789  auch  dort  formell  aufgehoben. 

Waren  also  auch  gegen  Ende  des  18.  Jahrhunderts  endlich  alle 
Schranken  gefallen,  welche  sich  der  Berechtigung  des  Kapitalzinses 
entgegenstellten,  so  herrschte  doch  noch  geraume  Zeit  große  Unklar- 
heit darüber,  ob  einfache  oder  zusammengesetzte  Zinsen  in  Anrechnung 
zu  bringen  seien.  In  Nachahmung  des  in  der  i’ömischen  Gesetzgebung 
enthaltenen  Verbotes  des  Anatocismiis  — danach  durften  rück- 
ständige Zinsen  nicht  wieder  zinsbar  gemacht  werden  und  jeder 
Zins  hörte  auf,  wenn  die  Rückstände  die  Kapitalshöhe  erreicht 
hatten  — wurde  auch  in  die  neueren  Gesetzgebungen  u.  a.  in  das 
aus  dem  Jahre  1811  stammende  bürgerliche  Gesetzbucji  ein  gleiches 
Verbot  aufgenommen;  dasselbe  blieb  in  Österreich  bis  zum  Jahre 
1866  in  Kraft  und  erst  durch  das  Gesetz  vom  14.  Juni  1868  wurde 
unter  anderem  ausdrücklich  bestimmt,  daß  Zinsen  von  Zinsen  ge- 
fordert werden  dürfen. 
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1.  Teil. 


Zinsen-  und  Annuitäten-Reehnung. 
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JJ.  Einfache  Zinsenrechnung. 

Wie  bereits  in  der  Einleitung  bemerkt,  kann  man  ein  Kapital 
entweder  auf  einfache  oder  auf  zusammengesetzte  Zinsen  die  letz- 
teren werden  in  der  Regel  Zinseszinsen  genannt  anlegen. 

Der  ziffermäßige  Wert  der  einfachen  Zinsen  ergibt  sich  aas 

folgender  Überlegung: 

Wenn  100  Kronen  Kapital  in  1 Jahr  p Kronen  Zinsen  liefern, 

K 

dann  ergeben  K „ „ „ 1 „ 

j Jahren 

t) 

Sollen  die  Zinsen  bei  gegebenem  Jahreszinsfuß  für  Halb-, 
Vierteljahre,  Monate  oder  Tage  berechnet  werden,  so  erhält  man 
aus  der  Erwägung,  daß 

100  Kronen  Kapital  in  2 Semestern  p Kronen  Zinsen  und 

Z „ ^ , s „ Z,  „ „ geben, 

„ K.p.s  . 

als  Zinsenbetrag  A = — — 2) 

In  analoger  Weise  ergibt  sich,  da  auch  den  Zinsfuß  für  4 Quar- 
tale oder  12  Monate  oder  365  Tage  vorstellt,  als  Zinsbetrag 

für  q Quartale  . . . 3) 

4 UU 

rr  K.p.m 

„ m Monate  . . . = — ^^OÖ” ^ 

^ K.p.t 

„ «Tage  .... 

1* 


Einfache  Zinsenrechnung. 


An  Stelle  der  letzten  Formel  benützt  man  gewöhnlich  die  Nähe- 


rungsformel 


K.p.t 
36000  ’ 


wobei  das  Jahr  zu  360  Tagen  gerechnet  wird. 

Ist  der  Zinsfuß  für  einen  unterjährigen  Termin,  etwa  u"/o  pro 
Halbjahr  gegeben  und  sollen  für  s Semester  die  Zinsen  ermittelt 
werden,  dann  muß  man  dieselben  natürlich  in  Analogie  zu  Formel  1) 
berechnen  mit 



)00  ' 

Wie  groß  sind  die  37ä%igen  einfachen  Zinsen  von  1000  K für 
1 Jahr  4 Monate  16  Tage? 

Man  kann  den  Zeitraum  entweder  in  Jahren  oder  in  Monaten 
oder  in  Tagen  ausdrücken;  das  Resultat  muß  in  allen  drei  Fällen 
dasselbe  sein. 

Rechnet  man  mit  Jahren,  dann  hat  man  für  j (Formel  1)  zu 
setzen 

, 4 , 16 

und  erhält  für 

„ 1000. 3-5. 1-37  ^ 

Zj  = ,55 = 48-2J  K. 

Unrichtig  wäre  es,  ^ = zu  setzen. 

12  o6o 

Wird  die  Verzinsungsdauer  in  Monaten  dargestellt,  dann  ist 


und 


m = 12 + 4 + — =16-53 


„ 1000.3-5.16-53 

^■  = i5öö 


und  bei  der  Rechnung  nach  Tagen  resultiert 


1000.3-5.496 

36000 


= 48-22  K. 


Welche  Zinsen  entstehen  aus  580  K in  1 Jahr  und  5 Monaten 
bei  einer  2®/oigen  Verzinsung  pro  Semester? 

1 Jahr  5 Monate  ==  2%  Semester,  sohin  Z~  ^ 


ß.  Zinseszinsen-Rechnung. 

Das  Wesen  der  Zinseszinsen-Rechnung  besteht  darin,  daß  die  in 
einer  bestimmten  Zeiteinheit  (Jahr,  Semester,  Quartal)  aufgelaufenen 
Zinsen  eines  Kapitales  diesem  hinzugeschlagen  und  mit  demselben  wieder 
verzinst  werden. 

Es  ist  auch  bei  der  Anrechnung  einfacher  Zinsen  denkbar,  daß 
diese  nicht  jeweils  bei  ihrer  Fälligkeit  behoben,  sondern  auch  zum 
Kapital  hinzugeschlagen  werden  (z.  B.  1000  K werden  auf  9 Monate 

gegen  eine  monatliche  Verzinsung  von  -^«/o  geliehen,  die  2-50  K 

Zinsen  aber  nicht  monatlich,  sondern  erst  bei  Rückzahlung  der  Schuld 
begehrt),  doch  wird  in  diesem  Falle  stets  nur  das  Anfangskapital 
und  nicht  auch  der  aufgelaufene  Zinsenbetrag  mitverzinst. 

Hinsichtlich  des  Zeitpunktes  der  Zinsenentrichtung  normiert 
das  in  der  Einleitung  zitierte  Gesetz  vom  Jahre  1868:  ,Über  die 
Frist  zur  Zahlung  der  Zinsen  entscheidet  die  Verabredung.  Wird 
hierüber  keine  Verabredung  getroffen,  so  sind  die  Zinsen  bei  Zurück- 
zahlung des  Kapitales  oder,  wenn  der  Vertrag  auf  mehrere  Jahre 
geschlossen  wurde,  jährlich  abzuführen.  Zinsen  dürfen  im  vorhinein 
ohne  alle  Beschränkung  abgezogen  oder  gefordert  werden.” 

Je  nachdem  nun  die  Zinsen  am  Schlüsse  oder  am  Anfang  einer 
bestimmten  Zeiteinheit  entrichtet  werden,  spricht  man  von  post- 
numerando, auch  dekursiver  oder  Nachhinein -Verzinsung  und  von  prä- 
numerando, antizipativer  oder  Vorhinein -Verzinsung. 


'^2 


Erster  Abschnitt. 


Dekursive  Verzinsung. 

Eudwert  eines  Kapitales. 

Das  Kapital  K wird,  zu  pro  anno  anp:elegt,  nach  einem  Jahre 


auf  den  Betrag 


= =k(i  + 

^ ^100  V ~ 


V 


100 


anwachsen.  Da  die  Zinsen  nicht  behoben,  sondern  beim  Kapital  be- 
lassen und  mitverzinst  werden,  ist  im  2.  Jahre  zu  verzinsen  und 
der  Wert  hievon  am  Schlüsse  dieses  Jahres 


oder 


100 


P 

100 


= A',(l  + 

K,=K(x+^y- 

® V ‘ looy  ’ 

bleibt  während  des  3.  Jahres  an^ele^t  und  wächst  bis  zum 


Schlüsse  desselben  an  auf 


100 


= A'  1 + 


P 


100 


Allgemein  kann  demnach  der  Wert  eines  auf  Zinseszinsen  an- 
gelegten Kapitales  am  Ende  des  n*®“  Jahres  dargestellt  werden  durch 
die  Formel 


(l  -f- 


P 


P 


100/  V ' 100 

oder  wenn  man  den  vom  Kapital  1 im  Laufe  eines  Jahres  erzielten 
V 

Zins  i bezeichnet,  durch 

A„  = En _ 1 (1  1)  = A^(l  i)". 

V 

Der  Faktor  1 -f  — = 1 + i wird  der  dekursive  Aufzinsungsfaktor 
genannt  und  beträgt 


T 


Dekursivft  Verzinsung 


für  VjO/o 1-005 

, 1-0075 

« l7ü 1-01 

, 21/2% 1-025 

, 3Vs% 1-03125 

, SVsVo 1-03375  usf. 

Setzt  man  i -)- 1 = ?•,  dann  geht  die  Formel  über  in 


d.  h.  der  EndweH  eines  Kapitales  nach  n Jahren  wird  yefunden,  wenn 
man  dasselbe  mit  der  Potenz  des  Aufzinsungsfaktors  multipliziert. 

Der  Wert  des  Kapitales  K am  Anfänge  des  n*®“  Jahres  wird 
da  bis  dahin  nur  n — 1 Jahre  vergangen  sind,  natürlich  gleich  dem 
Werte  am  Schlüsse  des  (« — 1)*®“  Jahres,  d.  i. 

Kn-i  = K 

sein. 

Die  Formel  I)  gilt  aber  nicht  nur  für  den  Fall  der  jährlichen 
"Verzinsung,  sondern  ganz  allgemein  für  jede  Zeiteinheit,  allerdings 
immer  unter  der  Voraussetzung,  daß  dann  p den  Zinsfuß  der  be- 
treffenden Zeiteinheit  vorstellt.  In  einem  solchen  Falle  spricht  man 
von  unterjähriger  Verzinsung  (auch  von  terminlicher  Kapitalisierung). 

Praktisch  wird  sich  der  Vorgang  der  zusammengesetzten  Ver- 
zinsung folgendermaßen  abspielen,  und  zwar: 

a)  bei  jährlicher  Zinsenzuschreibung: 

1000  K würden  in  einer  Sparkasse  hinterlegt  und  von  dieser 
mit  3%  (Postsparkasse)  per  annum  verzinst. 

Anfängliches  Kapital K \ 000-— 

hiezu  3®/o  Zinsen , 30'— 

sohin  Guthaben  am  Schlüsse  des  1.  Jahres  . . A'  l 030-— 

3®/o  Zinsen  hievon , SO'tM 

daher  Guthaben  am  Ende  des  2.  Jahres  . . . K 1 06ü-‘j( 

hiezu  37o  Zinsen 3i-8i 

sohin  Guthaben  am  Schlüsse  des  3.  Jahres  . . K 1 092’7: 

h)  bei  unter  jähriger  Verzinsung: 

5 000  Kronen  wären  mit  2%  pro  Semester  zu  verzinsem 

Anfängliches  Kapital 

hiezu  2®/o  Zinsen 

Guthaben  am  Schlüsse  des  1.  Semesters  . . 
hiezu  Zinsen  für  das  2.  Halbjahr  . . . 
daher  Guthaben  am  Ende  des  2.  Semesters 

hiezu  2®/o  Zinsen 

sohin  Guthaben  am  Schlüsse  des  3.  Semesters 


usw, 


8 Zinseszinsen-Rechnung. 

Es  sind  demnach  im  Falle  a)  die  1 000  JT  in  3 Jahren  auf 
1092  73  K und  im  Falle  b)  die  5000  jfiT  in  3 Semestern  auf  5 306’04  K 
angewachsen,  so  daß  die  aufgelaufenen  Zinsen  92'73  K,  beziehungsweise 
306  04  K betragen. 

Fragen  wir  nun,  wde  groß  der  Betrag  der  in  denselben  Zeit- 
räumen entstandenen  einfachen  Zinsen  wäre,  so  erhalten  wür 


und 


für  a)  Z= 


1000.3.3 
100 

5000.2.3 

lÖÖ 


90-—  K 


also  kleinere  Beträge.  Es  ist  übrigens  wohl  selbstverständlich,  daß 
— gleiche  Kapitalien,  Zinsfüße  und  Verzinsungsdauer  vorausgesetzt  — 
die  Rechnung  mit  Zinseszinsen  stets  größere  Zinsenbeträge 
liefert  als  die  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen. 


§ 2. 

Tabelle  I und  deren  Ergänzung. 

Die  im  § 1 durch  sukzessive  Aufzinsung  gewonnenen  Resultate 
können  mit  Hilfe  der  Formel  I)  (S.  7)  erheblich  rascher  erhalten 
werden;  für  a)  ist 

Ä's  = 1000 . 1 033=  1000.1-09273  = 1 092'73 

und  für  h)  ist 

iL3  = Ä".r3=  5000. 1-02®  = 5000. 1-061208  = 5 306-04. 

Die  Werte  für  r»  sind  unmittelbar  aus  den  , Hilfs-Tabellen”, 
und  zwar  aus  Tabelle  I dekursiv  (S.  4—5)  zu  entnehmen.  Dieselbe 
enthält  für  die  Zinsfüße  von  2,  3,  31/2,  3^/4,  4,  4V4  und  472®/o 
die  Aufzinsungsfaktoren  zu  den  Zinsterminen  von  1 bis  50,  demnach 
beispielsweise  in  der  mit  47^  überschriebenen  Kolonne  die  Werte 
für  1-04,  1-043,  1043  ....  bis  1-0430.  Deju  Wert  für  1-033  w-ird  man 
bei  Termin  3 unter  30/9  und  den  Wert  für  1-023  beim  selben  Termin 
unter  2°/o  verzeichnet  finden. 

Handelt  es  sich  um  eine  Verzinsung  durch  mehr  als  50  Termine, 
z.  B.  um  den  Endwert  eines  Kapitales  nach  60  Semestern,  so  muß  man 
die  Tabelle  entweder  logarithmisch  oder  mit  Hilfe  der  vorliegenden 
Werte  derart  ergänzen,  daß  man  sich  r«o  in  zwei  Faktoren  zerlegt 
denkt,  deren  Exponenten  nicht  größer  als  50  sind,  also  z.  B. 

^60  ■ ^*20 

Für  ir=1  370,  ^ = 2 und  n=60  wäre  sohin 

Ä^60  = 137  0. 1-0230=  1370. 1-0210. 10220 

= 1370 . 2-20803966 . 1-48594740  = 4495-01. 


Dekursive  Verzinsung. 


§ 3. 

Ermittlung  des  Zinsfußes  und  der  Terminanzahl. 

Aus  Formel  I)  kann  jede  der  darin  vorkommenden  vier  Größen 
bestimmt  werden,  wenn  die  übrigen  drei  gegeben  sind.  So  erhält 
man  aus 

log  K„  = log  K n log  r 

n 

Zu  welchem  Zinsfuß  müssen  7 200  K angelegt  werden,  damit  sie 
in  9 Jahren  2 828  25  K an  Zinsen  tragen? 

A'g  = 7200  -f  2828-25  = 10028-25  und 
log  10028-25  = 4-0012251 
log  7200-—  = 3-8573325 

fo^r  = 0-1438926  : 9 = 0-0159881 
r = 1 0375. 

V 

Da  demnach  ^=100.(r — 1),  ergibt  sich  für 

p = 100 . 0-0375  = 3-75  = 33/4 7o. 

Dieses  Resultat  kann  mit  Hilfe  der  Tabelle  I ebenfalls  auf 
kürzere  Weise  erhalten  werden.  Für  K—\  ist  nämlich  nach  Formel  1) 
Kn  = r",  d.  h.  das  Anfangskapital  1 repräsentiert  nach  n Jahren 
jenen  Wert,  welcher  unter  j>7o  beim  Termin  n in  der  Tabelle  I ver- 
zeichnet ist.  Um  demnach  die  letztere  anw-enden  zu  können,  muß 

K„ 

man  zunächst  den  Quotienten  ^ = '^7  d.  i.  den  der  Kapitalseinheit 
entsprechenden  Endwert  oder  für  das  vorstehende  Beispiel 


10028-25 

7200 


= 1-39281 


ermitteln. 

Da  die  Verzinsungsdauer  9 Jahre  beträgt,  ist  nunmehr  nach- 
zusehen, unter  w-elchem  Zinsfuß  beim  Termin  9 der  Wert  1-39281 
vorkommt;  man  findet  ihn  tatsächlich  unter  33/4°/^  verzeichnet. 

Bei  welcher  Verzinsung  wachsen  500  K in  15  Jahren  auf 
858-14^l  an? 

Versuchen  wir  auch  diese  Aufgabe  mit  Hilfe  der  Tabelle  I zu 
lösen,  so  ergibt  sich  für 

858-14 

ri5  = --  - = 1-71628. 

500 

Sucht  man  nun  in  der  Tabelle  bei  Termin  15  nach  diesem  Werte 
so  findet  man  wohl 
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unter  Si’aVo  1‘67534883 
und  , 33  4«/^  1-73708704, 

den  Wert  171628  jedoch  nicht. 

Man  kann  daher  an  der  Hand  der  Tabelle  die  Frage  zunächst 
dahin  beantworten,  daß  der  Aufgabe  eine  zwischen  3‘/o  und  3^  4O/Q, 
und  zwar  näher  zu  letzterem  Zinsfuß  liegende  Verzinsung  entspricht. 

Unter  der  Annahme,  daß  die  aufgelaufenen  Zinseszinsen  (>•” — 1) 
proportional  mit  dem  Zinsfüße  zunehmen,  würde  sich  folgendes 
Resultat  ergeben: 

1'67534833  entspricht  einem  Zinsfuß  von  3’5  °/o, 

1-73708704  , , . , 3*75  <>  0, 

0-06173821  . . , , 0-25  0/0, 

0-02081*)  , , „ , (3-75— a;)''/,,. 

Aus  der  Proportion 

0-06174  : 0-25  = 0-02081 : (3  75  — .r) 
folgt  für  a-  = 3-6GG. 

Ein  Blick  in  die  Tabelle  lehrt  jedoch,  daß  die  dem  höheren 
Zinsfüße  entsprechenden  Zinseszinsen  nicht  Vielfache  von  den  bei 
einer  niedrigeren  Verzinsung  auflaufenden  Zinseszinsen  sind,  denn 
beispielsweise 

1-04  — 1 = 0-8009...  und  nicht  etwa  (1-02  — 1) . 2 = 0691 7 . . . ; 

wohl  aber  ist  1 04  — 1 = (1  02  — 1) . 2. 

Daraus  gehthervor,  daß  der  durch  Interpolation  gefundene 
Zinsfuß  mit  dem  genauen  Resultat  nur  für  n = l überein- 
stimmt, für  jede  größere  Terminanzahl  aber  kleiner  als  der 
I tatsächliche  Zinsfuß  ist  und  hinter  diesem  um  so  mehr  zu- 

. rück  bleibt,  je  größer  die  Terminanzahl- ist. 

Das  genaue  Resultat  erhält  man  mit  Hilfe  der  Logarithmen.  So 
i'  ist  für  den  früheren  Fall 

hij  858-14  = 2-9335581 
loj!  500- — = 2 6989700 

Zo(/?‘  = 0-2345881 : 15  = 0-0156392;  somit 
j-z=  1-0367  und  = 3-67  = 32/3%. 

Wie  erheblich  der  Unterschied  zwischen  dem  mit  Hilfe  der 
Logarithmen  erhaltenen  tatsächlichen  Zinsfuß  und  dem  durch  Inter- 
polation gewonnenen  Näherungswerte  ist,  kann  deutlich  an  folgendem 
Beispiel  gesehen  werden. 

Bei  welchem  Zinsfuß  wachsen  1000  K in  50  Jahren  auf  5584  93  K 
an?  Hiebei  gelte  als  Voraussetzung,  daß  lediglich  die  Werte  l O.S^o 
und  10450  zur  Verfügung  stünden. 

*1  1-T3709  — 1-71628. 


r 


Dekursive  Verzinsung 


Dui‘ch  Interpolation  würde  sich  ergeben: 

1*035^  = 438391  und  entspricht  einem  Zinsfuß  von  3%, 

1-0450  = 7-10668  , , , , „ 40/0, 

1-0*50=  5-58493  , „ , , ajO/„. 

2-72277:1  = 1-20102  : (*  — 3); 

somit  wäre  x=  3 441,  wogegen  der  tatsächliche  Zinsfuß  3-5°/o  beträgt 
Bei  welchem  Zinsfuß  verdoppelt  sich  in  n Terminen  ein  Ka- 
pital iv? 

Die  Antwort  auf  diese  Frage  gibt  die  Gleichung 


20,  dann  würde  aus 


' 100/ 

für  [I  = 3-527  folgen. 

Einen  Näherungswert  aber  liefert  schon  ein  Blick  in  die  Tabelle. 
Man  hat  einfach  in  der  Zeile  betreffend  den  Termin  20  nach  dem 
Werte  2 zu  suchen;  diese!’  findet  sich  zwar  nicht,  wohl  aber  besagt 
die  Tabelle,  daß  in  20  Terminen  die  Kapitalseinheit  bei  S'/äVo  auf 
1-99  K und  bei  35/40^3  auf  2-09  K anwächst,  demnach  der  gesuchte 
Zinsfuß  zwischen  3-5  und  3-75,  und  zwar  erheblich  näher  zu  dem 
ersteren  liegen  muß,  was  auch  durch  das  genaue  Resultat  bestätigt 
worden  ist. 

In  ganz  ähnlicher  Weise  wie  r,  beziehungsweise  p läßt  sich  die 
Größe  n berechnen.  Es  ist  nämlich 


ln  welcher  Zeit  wachsen  10  000  A"  bei  Zinsen  pro  anno 

auf  19  897-89  A an? 

% 19897-89  = 4-2988072 
Zo9l0000-—  = 4-— 

?t  = 0-2988072:  0-01494  = 20  Jahre. 


Auch  dieses  Resultat  kann  auf  einfachere  Weise  mit  Hilfe  der 
Tabelle  I erhalten  werden.  Bildet  man  nämlich  wieder  den  Quotienten 


19897-89 


1-989789 

A 10000-— 

und  sucht  unter  nach  diesem  Wert,  so  findet  man  ihn  beim 

Termin  20. 

Wie  lange  müssen  2000  K zu  2“/o  per  Semester  verzinst  werden, 
damit  sich  ein  Guthaben  von  3500  K ergibt? 


.-.n 
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4 


Der  Quotient 


3500 


Das  zu  suchende  n wird  demnach  zwischen  28  und  29  Semestern 
hegen.  Durch  Interpolation  erhielte  man  folgenden  Näherungswert: 

1-77584469  entspricht  der  Terminanzahl  29 
1-74102421  V „„  28 

0-03482048  » . ' 1 

0-02584469*)  „ , (29 -a'). 

0-03482048  : 1 = 0-02584469  : (29  —a“) 
und  daraus  ist  = 28-2578. 

Unter  der  \ oraussetzung,  daß  für  die  gesamte  in  Betracht 
kommende  Zeit  Zinseszinsen  berechnet  werden  (siehe  die  späteren 
Ausführungen  im  § 6),  ergibt  sich  das  genaue  Resultat  aus 

loffSöOO  = 3-5440680 
loff  2000  = 3-3010300 

mit  M = 0 2430380  : 0'0086002  = 28-259_6  Semestern 
oder  14  Jahren,  1 Monat  und  17  Tao-en 

Auch  hier  bleibt  also  der  durch  Interpolation  erhaltene  hinter 
dem  tatsächlichen  Werte  zurück. 

Die  Richtigkeit  des  Resultates  kann  man  mit  Hilfe  der  Glei- 
chung I)  überprüfen;  es  muß  nämlich 

2000. 1-0228-259«  = 3500. 

28-2596  1-02  =0-2430380 

2 000  = 3-3010300 

3 5440680  und  hie-von  ist  der  Numerus 
tatsächlich  3 500. 

5000  A werden  durch  eine  gewisse  Zeit  zu  4%  und  nachher  zu 
41 2«;,,  verzinst  und  wachsen  bis  zum  Schlüsse  des  13.  Jahres  auf 

8651  K an.  Wie  lange  dauerte  die  4»/„ige  und  wie  lange  die  4>  aVoige 
Verzinsung? 

Für  die  Beantwortung  dieser  Frage  kommen  offenbar  die 
folgenden  zwei  Gleichungen  in  Betracht 

5000 , 1 04^ . 1'045^^  = 8651  nnH  -L  1/ — 


) 1-77584469  — 1 


Dekursivc  Verzinsung 


Hierau 


somit 


log  5000  1-04  -j-  (13  — x)  log  1-045  = ?o^8651 

X {log  104  — log  1-045)  = log  8651  — log  5000  —\8log  D04 


Ein  24-Jähriger  hat  für  eine  (Todesfall-)Versicherung  von  1000  A’ 

eine  einmalige  Einlage  von  358  90  K zu  leisten.  Wann  m 

Tod  des  Versicherten  eintreten,  damit  aus  der  Versichei 

gleiche  Vorteil  resultiert,  als  wenn  die  Einlage  bei  einer  £ 

hinterlegt  und  mit  3Vi**  o verzinst  worden  wäre? 

In  diesem  Falle  ist  A'=  358  90,  A"„  = 1 000,  y/  = 3i 
A'„  1000 

358-9  welcher  dem  in  der  Tabelle  beim 

Termin  30  verzeichneten  Wert  von  2 80679  ...  am  nächsten  kommt. 
Venn  demnach  der  Versicherte  30  Jahre  oder  noch  später  nach 
Abschluß  des  Vertrages  stirbt,  ergibt  sich  gegenüber  der  Sparkasse 
ein  Nachteil,  bei  früher  eintretendem  Tode  jedoch  ein  Vorteil. 


sohin 


Vervieltaltigung  eines  Kapitales. 

Im  Anschlüsse  an  die  vorstehenden  Ausführungen  entsteht  die 
spezielle  Frage:  In  welcher  Zeit  verdoppelt,  verdreifacht,  . . . oder  all- 
gemein ver-rn-facht  sich  ein  gegebenes  Kapital  beim  selben  Zinsfuß’^ 

An  der  Hand  der  Tabelle  I läßt  sich  die  Frage  für  jeden  ein- 
zelnen der  darin  enthaltenen  Zinsfüße  ohne  weiteres  beantworten; 
man  braucht  nur  nach  dem  Termin  suchen,  bei  welchem  als  End- 
wert des  ursprünglichen  Kapitales  l der  Betrag  2,  3 etc.  verzeichnet 
ist.  So  findet  man,  daß  sich  ein  Kapital 

bei  3 727o  in  ungefähr  21  Jahren  | 

” ” 13  , , verdoppelt, 

und  , 41/20/0  , „ 16  , j 

oder  , S'/aVü  n „ 32  „ verdreifacht. 

Eine  genaue  und  allgemeine  Lösung  der  Aufgabe,  jene  Zeit  x 
zu  suchen,  in  welcher  das  Kapital  K auf  das  m-fache  des  Anfangs- 
wertes angewachsen  sein  wird,  gibt  die  Gleichung 

K ,r^  = m . K oder  r®  = m, 

beziehungsweise 

X . log  r — log  m, 

woraus 
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In  welcher  Zeit  verdoppelt  sich  ein  Kapital  bei  einer  3%igen 
Jahresverzinsung? 

log  2 0*3010300 


X = 


log  1*03 


0*0128372 


= 23*46  Jahre. 


110 
. 140 


Ein,  wenn  auch  nicht  vollkommen  genaues,  für  den  praktischen 
Gebrauch  aber  immerhin  ausreichendes  Resultat  erhält  man  auf 
folgende  Art : 

für  die  Verdopplung:  dividiere  man  70  durch  den  Zinsfuß, 

„ , Verdreifachung:  „ , 

„ Vervierfachung:  „ , 

Hienach  würde  sich  also  ein  Kapital 
bei  37o  verdoppeln  in 

„ 3V2V0  verdreifachen  „ 

„ 4^*  0 vervierfachen  „ 


70 

llo 

Tö 

140 


= 23*3  Jahren 


= 31*43 


= 35 


(nach  der  Tabelle  I in  23*5,  beziehungsweise  in  32  und  35V2  Jahren). 

Zu  den  genannten  Werten  gelangt  man  auf  folgende  Weise: 

Wäre  g der  natürliche  Logarithmus  (Basis  e = 1 -f- — - + — ^ ^ ^ + 


1.2. 3.4 


woraus 


9 = 


. = 2*718281828  . . .)  einer  Zahl  Zj  ho  besteht  die  Gleichung 
~ Z oder  glog  e = log  Z^ 

JogZ  , „ 1 


= log  Z • — 
löge  log  2'7lS.,. 


~~  = 2*3025851  . log  Z. 


Man  kann  nun  in  die  Gleichung  x = 


log  m 
logt 


anstatt  der  Briggschen  die  natürlichen 


- j 2*3025851 . Zoa  m lonni 

Logarithmen  einfuhren.  denn  -?— = es  ergibt  sich 

Ir  2 3025851.^7  7*  . log  r ’ ^ 


dann  für  x = — — = 
Ir 


l m 


l 


(1 + 


looy 


:Z  1-033  ==  2-3023851  . 1 035  = 0'03440 

: 1 1-0375  = 2-3025851  . log  1-0375  = 0-03681 
: 1 1-04  = 2-3025851  . log  1 04  = 0 03922 


füi-i>=3  wäre  der  Nenner;  i 1-03  = 2’3025851  . % 1-03  = 002956 

« i>  = 3i/4  „ „ „ : i 1-0325  = 2-3025851  . /oy  1-0325  = 0-03198 

».  i>=3V2  „ 

« i’  = a^/4  » 
n 4 

Es  ist  ersichtlich,  daß -man  keinen  erheblichen  Fehler  begeht,  wenn  man  die 

*^'i) 

log  nat.  der  vorstehenden  Aufzinsungsfaktoren  gleich  s(;tzt  also  beispielsweise 
/ 1*03  = 0*03  etc.  Bei  dieser  Annahme  erhält  man  dann  für 

Itti  100,  Zwi  230*25851  logm 


X == 


P 

100 
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Werden  nun  für  m die  Werte  2,  3,  4 etc.  eingesetzt,  dann  ergibt  sich 
für  die  Verdopplung:  ^30-25851  . log  2 ^ ^ 

„ „ Verdreifachung!  j30;25851 , 3 ^ ^ ^ 

« „ Vervierfachung:  _230'25851  . log^  ^ ^ 

P PP 

Untersuchen  wir  nun,  in  wieviel  Jahren  sich  ein  Kapital  K bei 
einfacher  Verzinsung  ver-m-facht.  Die  Bedingungsgleichung  hiefür  ist 

m.K-K-Y  ^-~  = K so  daß 

j = 1). 

Für  m — 2 und  ^ = 4 ist  j =25  gegenüber  1 8 1 bei  der  Anrechnung 
” m = 3 „ p — 3^f^  ^ J = ö7  32  j von  Zinseszinsen. 


i der  Anrechnung 
on  Zinseszinsen. 


Es  bestehen  somit  sehr  bedeutende  Unterschiede  zwischen  den 
Ergebnissen  nach  der  einen  und  nach  der  andern  Methode,  die  in 
nur  wenig  verringertem  Maße  auch  dann  noch  vorhanden  sind,  wenn, 
wie  dies  bei  Sparkassen  zu  geschehen  pflegt,  bei  der  jedesmaligen 
Zuschreibung  der  Zinsen  diese  nur  von  den  Kronen,  nicht  aber  auch 
von  den  Hellern  des  jeweiligen  Guthabens  berechnet  werden. 

§ 5. 

Relativer  und  konformer  Zinsfuß. 

Im  allgemeinen  pflegt  man,  wenn  die  Verzinsung  nicht  ganz- 
sondern halb-,  viertel-  oder  allgemein  erfolgt,  den  auf 

den  betreffenden  unterjährigen  Zinstermin  entfallenden  Zinsfuß 

— Oder  — gleichzusbtzen,  also  nach  dem  sogenannten  relativen 

Zinsfuß  zu  rechnen,  d.  h.  man  ändert  einfach  den  Zinsfuß  pro- 
portional der  Zeit  und  sieht  beispielsweise  eine  20/oige  Verzinsung 
pro  Semester  als  identisch  an  mit  einer  40/oigen  Jahresverzinsung. 
Daß  diese  Gleichheit  aber  nicht  besteht,  beweist  folgendes  Beispiel: 

Es  w-erden  10  000  K ein  Jahr  lang  verzinst,  und  zwar 

aj  zu  2<>/o  pro  Semester: 

Anfangskapital 10  000 

2«/o  Zinsen  200  r 

Guthaben  am  Schlüsse  des  1.  Semesters  10  200  K 

2®/o  Zinsen  204 

Guthaben  zu  Ende  des  Jahres 10  404  K =10  000.1-022 


Äinseszinsen-Rechnung. 

b)  zu  40/0  pro  Jahr: 

Anfangskapital 10  000  7^ 

40/0  Zinsen  400  « 

Guthaben  zu  Ende  des  Jahres  10  400  Ä'  = 10000. 1‘04. 


Es  zeigt  sich  somit,  daß  man  im  Falle  einer  27oigen  Semester- 
verzinsung in  derselben  Zeit  ein  größeres  Endkapital  erhält  als  bei 
?anzjähriger  47oiger  V erzinsung. 

Wären  jährliche  Zinsen  identisch  mit  pro  m‘ei-Jahr,  beziehungs- 
veise  für  die  Kapitalseinheit  i identisch  mit  dann  müßte  1 + t gleich  sein 

(■+i)’=»+v+(D(i)’+  • • ■ =•  ‘ + '- 

\\  enn  es  also  nicht  einerlei  ist,  ein  Kapital  entweder  mit 

— % pi'o  m*®*  Jahr  oder  mit  pro  anno  zu  verzinsen,  so  fragt 
i'S  sich  nun: 

aj  welche  Jahresverzinsung  p muß  angewendet  werden,  um  den 

gleichen  Endwert  wie  bei  der  unterjährigen  Kapitalisierung  zu  er- 
] alten  und 

b)  welcher  unterjährige  (Semester-,  Quartal-,  Monats-)  Zinsfuß  q 
ist  zugrunde  zu  legen,  damit  derselbe  Endwert  resultiert  wie  bei 
einer  gegebenen  Jahresverzinsung? 

Die  Frage  nach  diesem  äquivalenten  oder  konformen  Zinsfuß 
t 'ird  durch  die  Gleichung  beantwortet: 


V • looy  V ^ 1007  • • • • 


Zum  besseren  Verständnisse  dieser  Gleichung  wird  daran  er- 
i:  inert,  daß,  wenn  ein  Kapital  K beispielsweise  monatlich  ^=-^jährigJ 
ZI  ß®/o  verzinst  wird,  der  Endwert  nach  7 Monaten  mit 


V ^ 1007 


uid  nach  12  Monaten  (=1  Jahr)  mit 


A"„  = A'  { 1 


' 1007 


t\  rechnen  ist.  In  Gleichung  1)  ist  allgemein  das  Jahr  in  m Termlno 

geteilt  gedacht  und  der  auf  einen  Termin  entfallende  Zinsfuß 
lEit  5 bezeichnet. 

Hinsichtlich  der  beiden  Fragen  ergibt  sich  nun  folgendes: 


'«I I 
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ad  aJ  In  diesem  Falle  ist  q gegeben  und  die  Gleichung  1) 
nach  j)  aufzulösen.  Man  erhält: 


P 


und 


100 

P=100ll  1 + 


ri+_9_r_i 

V ' 100  7 


100  7 


] 


') 


Für  q^Vj^  und  m = 2 wird  ^=100(10152 — 1)  = 3 0225, 
d.  h.  es  ist  gleichgiltig,  ob  ein  Kapital  mit  pro  Semester  oder 

mit  3 02257o  pro  Jahr  verzinst  wird. 

In  ganz  analoger  Weise  sind  die  Werte  der  folgenden  Tabelle 
berechnet: 


Relativer 
Jahre  s- 
zinsfuS 

Konformer  Jahreszinsfuß,  wenn  die  Zinsen 
entrichtet  werden 

jährlich 
(m  = l) 

halbjährig 
(m  = 2) 

vierteljährig 
(m  = 4) 

monatlich 

(m  =z  12) 

3»/o 

1 3*— 

3*0225 

3*0339 

3*0416 

3*0 

3*530i> 

3*5462 

3*5567 

4«/o 

1 4*— 

4-U400 

4*0604 

4*0742 

4V2“/o 

! 4*5 

4*5506 

4*5765 

4*5940 

Der  Wert  3'04lf:  beispielsweise  stellt  den  konformen  Jahres- 
zinsfuß zu  einer  monatlichen  Verzinsung  von  ^ = (jar.  Von  der 

Richtigkeit  kann  man  sich  überzeugen,  wenn  man  etwa  den  Betrag  1000 
einmal  zu  3 04l67o  jährlich  und  das  andere  Mal  zu  ViVo  monatlich 
verzinst:  die  Endwerte  müssen  übereinstimmen: 

1000  . 1-030416  = 1030-4-2  und  1000  . BOOZö^^  = lOOO  . 1-030416  = 

= 1030-42. 

Wenn  eine  Sparkasse  die  Einlagen  mit  3>/,%  jährlich  verzinst,  die  Zu- 
schreibung der  Zinsen  jedoch  halbjährig  (mit  r757o)  vornimmt,  so 
betragt  der  Jahreszinsfuß  nur  nominell  31/2,  tatsächlich  jedoch  3-530/o- 

ad  b)  Ist  p gegeben  und  q zu  berechnen,  dann  erhält  man  aus 
Gleichung  1): 


m 


lu 


Für  jp  = 3 


und  m = 4 folgt  -^^^^-^-^=0-0032093, 

4 ^ 


TO 


P=4: 

A=3V2 


m = 2 


sohin  1 1-007417, 
9 


, m=12  , 

Ludwig,  Politische  Arithmetik.  4.  Aufl. 


' "*■  lOÖ“  ' 


i 


I 


i 

i 


4 
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Zinseszinsen-Reehnung. 
and  es  ergibt  sich  folgende  Tabelle: 


JahreszinsfuB 

j Konformer  Zinsfaß 

pro 

! Semester 

Quartal 

Monat 

1 

3'to 

1*4889 

0*7417 

0-2466 

3>/2"/o 

1*7.350 

0-8637 

0*2871 

4»/o 

1*9804 

0*9853 

0*3274 

i 

2*2252 

1*1065 

0*3675 

6. 


Gebrochene  Verzinsuugsdauer. 

Aus  der  auf  S.  12  berechneten  Aufgabe  (n=28'26  Semester) 
geht  hervor,  daß  die  Formel  I)  nicht  nur  für  ganze,  sondern  auch 
für  gebrochene  Ziiistermine  Geltung  besitzt.  Es  ist  dementsprechend 
der  Endwert  eines  Kapitales  K nach  j ganzen  und  k Jahren  bei 
pö/oiger  Verzisnung  pro  anno 


V + i ^+u 


V 


100 


j + — J 

V m 7 - m 

\ — K .V 


Entgegen  dieser  Methode  der  Zinsenei’mittlung  werden  in  der 
Regel  nur  für  die  ganzen  (;)  Jahre  Zinseszinson,  für  die  Bruchteile 

— ) aber  einfache  Zinsen  gerechnet,  so  daß  als  Endwert  der  Aus- 


( 


m 


druck  resultiert: 


100  ' lOOw/  V ^100/  V ^ 100  mJ 


Auf  welchen  Betrag  wachsen  6000  Ä'  zu  32/4%  ^ Jahren, 

9 Monaten  und  20  Tagen  an? 

Wird  die  Rechnung  nach  der  ersten  Metliode  durchgeführt,  so 


, . , k 290 

erhält  man,  da  7 = 7 und  — = , für 

360 


m 


7?? 


Ä"  29  = 5000 . 1*0375  = 6664*48. 

^36 


Nach  der  zweiten  Methode  (gemischte  Verzinsung)  ergibt  sich 
als  Endwert: 

3*75.290 


5000. 1*0375‘  1 


36000 


5000 


290 


1*0375"  H (1*0375«  — 1*0375") 

' 360^ 


= 6665*18  oder 

= 6665*18. 


Es  zeigt  sich,  daß  die  Rechnung  mit  gemischten  Zinsen  eine 
etwas  größeren  Endwert  liefert,  ihre  Anwendung  demnach  im  Intei 
esse  des  Gläubigers  gelegen  ist.  Daß  das  Ergebnis  stets  um  einige 
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größer  sein  muß,  ist  aus  der  folgenden  Gegenüberstellung  ersichtlich. 
Der  Endwert  von  jährlich  mit  4®/o  verzinsten  1000  K beträgt 


tiach 

1 Monat 

bei  einer  ein- 
fachen Ver- 
£insang  von 
4 

— pro  Monat 
K 

1003-33 

bei  An- 
wendung des 
konformen 
Monatszins' 
fußes 

A' 

1003*27 

Differenz 
zwischen 
beiden  Me- 
thoden 
h 

6 

Mon  atliche 
Zunahme  beim 
konformen 
Zinsfuß 

K 

3*27 

2 Monaten 

1006*67 

1006*56 

11 

3*29 

-«* 

3 

1010-— 

. ia09*85 

15 

3*29 

4 

1013*33 

1013*16 

17 

3*31 

5 

1016*67 

1016*48 

19 

3*32 

n 

6 

1020-  — 

1019*80 

20 

3*32 

t 

7 

1023*33 

1023*14 

19 

3*34 

r 

8 

1026-67 

1026*49 

18 

3*35 

« 

9 

1030*— 

1029*85 

15 

3*36 

n 

10 

1033*53 

1033*22 

11 

3*37 

-fl 

11 

1036*67 

1036*61 

6 

3*39 

«• 

12 

1040-— 

1040-— 

3*39 

ft 

Die  Berechnung  der  Größen  j und  — bei  gegebenem  Endwert 

und  Zinsfuß  kann  wohl  nur  nach  der  gemischten  Verzinsung  einige 
Schwierigkeiten  bereiten. 

Setzen  wir  in  dem  letzten  Beispiel  den  Endwert  als  bekannt 
und  die  Verzinsungsdauer  als  unbekannt  voraus,  dann  ist 


!)  


6665-18 

"^5000 


= 1-333036. 


Dieser  Wert  findet  sich  unter  33/4%  in  der  Tabelle  I nicht, 
wohJ  aber 

bei  Termin  7 1-2939  . . . und 
, „ 8 1-3424  .... 

Kt) 

Da  der  Quotient  kleiner  als  der  bei  Termin  8 verzeichnete 

Wert  ist,  muß  auch  Kt)  durch  eine  nur  durch  7 ganze  Jahre 
währende  Verzinsung  entstanden  sein.  Nun  wächst  die  Kapitalseinheit 
bei  33/40/0  in  7 Jahren  aüf  1-29394774  an;  es  fehlen  demnach  auf 
1-333036  noch  0*039088,  und  dies  sind  die  Zinsen  für  den  zu  suchenden 
Jahresbruchteil  vom  Kapital  1-29394774,  also 

_ k 


0-039088  = 


1-29394774.3-76. 


100 


ft 

und  hieraus  folgt  f ür - ==  O 805 6 Jahre  oder  290Tage  = 9 Monate, 20 Tage. 
Dasselbe  Resultat  erhielte  man  aus  6665  18  = 5000  [r'^ -j- a,- 


m - 


Dekursive  Verzinsung 


Zinseszinsezi-Rechnung 


ad  b)  Aus  der  die  gemischte  Verzinsung  betreffenden  Gleichung 
auf  S.  18  folgt  für 


Abzinsung  und  Tabelle  II. 

Mit  Hilfe  der  Formel  I)  kann  auch  — voraus 
Werte  /C,  p und  n gegeben  sind  — K berechnet, 
beantwortet  werden,  welches  der  gegenwärtige  Wert 
oder  Jetztwert  — eines  erst  nach  n Terminen  fa 
unter  Zugrundelegung  eines  p^l^igBu  Zinsfußes  pro 
Es  ergibt  sich  für 


6000 


1*0375M  1-f 


6000 


503678 


1*0375^) 


Der  Faktor 


Mittlerer  Zahlungstermin. 

Wenn  mehrere  Kapitalien  nach  verschiedenen  Zeiträumen  fällig 
sind,  man  die  sämtlichen  Beträge  aber  auf  einmal  entrichten  will, 
so  nennt  man  jenen  Zeitpunkt,  in  welchem  dies  geschehen  kann, 
ohne  daß  weder  Gläubiger  noch  Schuldner  zu  Schaden  kommen,  den 
mittleren  Zahlung Uermin. 

Ist 

nach  ?,  Jahren  fällig 


1 +1 

heißt  allgemein  der  Abzinsungsfaktor  und  ist  der  reziproke  Wert 
des  Aufzinsungsfaktors.  Es  läßt  sich  also  der  Jetztwert  eines  nach 
n Terminen  fälligen  Kapitales  darstellen  als* 


W'ie  leicht  einzusehen,  ist  es  vorteilhaft,  auch  die  Werte  der  Ab- 
zinsungsfaktoren, getrennt  nach  den  häufigst  vorkommenden  Zins- 
füßen, für  eine  entsprechende  Anzahl  von  Zinsterminen  in  einer 
Tabelle  vereinigt  zu  haben.  Die  Ermittlung  des  Barwertes  stellt  sich 
dann  als  einfache  Multiplikation  des  Endkapitales  Kn  mit  dem  in 
Tabelle  II  (S.  6—7  der  Hilfs- Tabellen)  enthaltenen  bezüglichen 

W’’erte  dar. 

Welcher  Betrag  müßte  heute  für  eine  nach  15  Jahren  fällige 
Schuld  von  8500  A'  bei  einer  SVsVoigen  Verzinsung  gezahlt  werden? 

Für  gibt  die  Tabelle  II  den  Wert  0-59689062,  sohin  ist 


so  muß  offenbar  der  gegenwärtige  Wert  aller  dieser  Zahlungen 
gleich  sein  dem  Jetztwert  des  nach  x Jahren  zu  entrichtenden  Ge- 
samtbetrages, sohin  unter  Anrechnung  von  Zinseszinsen: 

Kl  . L„  7\,— 7\aH 


Die  Gleichung  mit  multipliziert,  ergibt 

Aj . -j-  Tvg  ■ -j-  • • ■ • -j-  A« . = Aj  — [-  Ko  -]-  • ■ • • -j-  A„,  . . 2) 

was  nichts  anderes  darstellt,  als  den  auf  den  Schluß  des  Zeitraumes 

X diskontierten  Wert  der  Einzel-  wie  der  Gesamtleistungen. 

Wird  Gleichung  1)  mit  multipliziert,  so  erhält  man 

A 1 . Ko  V^’>  -|—  ....  A«  = {-^1  -^2  • • • • -j—  A n)  '1'^"  * • .3) 

oder  den  auf  den  Moment  der  letzten  Leistung  diskontierten  Wert 
aller  Zahlungen.  Es  ist  somit  gleichgiltig,  auf  welchen  Zeitpunkt  die 
beiderseitige  Eskomptierung  bezogen  wird. 

Der  Wert  für  x kann  nunmehr  aus  irgendeiner  der  3 Glei- 
chungen bestimmt  werden;  aus  1)  erhält  man 


Dasselbe  Resultat  erhielte  man  natürlich  auch,  w^enn  man  A» 
durch  den  in  Tabelle  I unter  372%  beim  Termin  16  verzeichneten 
Wert  dividieren  w-ürde;  es  wäre  dann 

K = 8500  : 1-67534883  = 5073'57. 

Wie  groß  ist  unter  Zugrundelegung  einer  3%%igeD  Verzinsung 
der  Jetztwert  eines  nach  4^4  Jahren  fälligen  Kapitales  von  6000  A^, 
w'enn  a)  für  die  ganze  Zeit  Zinseszinsen,  b)  für  die  letzten  V4  Jahre 
einfache  Zinsen  in  Anrechnung  gelangen? 

ad  a)  sohin  logK 


log  6000  — 4-75  log  1-0375 


Dekursive  Verzinsung, 


Zinseszinsen-Rechnung 


Ga)  = 200 . 1 03<  -f  100 . 1-033  250 . 1-032  400 . 1-03 

=:  225-10  + 109-27  + 265-23  + 412-— = 1011-60  K. 

Das  Guthaben  am  31.  Dezember  1925  wird  natürlich  die  Summe 
der  für  diesen  Zeitpunkt  berechneten  Endwerte  der  einzelnen  Ein- 
laden. also  den  Wert  darstellen 

Gfc,  = 200 . 1-03«  + 100 . 1-035  + 250 . 1-03^  + 400 . 1-033=  1073-21  K. 

Ist  Ga)  bereits  gerechnet,  dann  kann  G^)  auf  kürzere  Weise  er- 
halten werden,  denn  es  ist  auch 

Gh)  = 1-032  (200.1-03“  + 100. 1-033  + 250 . 1-032  + 400. 1-03) 

= 1-032.  (?„;  = 1-0609 .1011-60=  1073-21  K. 

Für  den  Fall,  als  sämtliche  Einlagen  gleich  groß  sind,  also 

E^=E,  = E^— = En  — E,  wird 

G = E . r"  + E . r"  ~ * -}-  E . ~ 2 _j_  ^ 7-2  E r 

= E (r  -f-  7-2  + »-3  + . . . +-  /-'■) II) 

Der  Klammerausdruck  stellt  die  Summe  der  Aufzinsungsfaktoren 
(aus  Tabelle  I)  dar  und  ist  in  Tabelle  III  (S.  8 — 9 der  Hilfs-Tabellen) 
zu  finden.  Dieselbe  ist  derart  konstruiert,  daß  beim  Zinstermin  m 
die  Summe  der  in  Tabelle  I bei  den  Terminen  1 bis  m angegebenen 
Werte  verzeichnet  ist.  Es  stellt  also  beispielsweise  der  unter  33/^ o/^ 
beim  Termin  10  vorkommende  Ausdruck  12-31288241  die  Summe  der 
in  der  Tabelle  I unter  bei  den  ersten  10  Terminen  verzeich- 

neten  Werte  dar. 

Unter  Bezugnahme  auf  die  Tabelle  III  kann  die  Gleichung  II) 
auch  geschrieben  werden: 

G = E.TII+" II  a), 

worin  der  Faktor  TIII<”*)  den  in  der  Tabelle  III  beim  Zinsfuß  p 
und  dem  Termin  7i  verzeichneten  Wert  bedeutet. 

Jemand  gibt  am  30.  Juni  1920  erstmalig  und  dann  am  gleichen 
Tage  jeden  folgenden  Jahres  300  K m eine  Sparkasse,  welche  die 
Einlagen  mit  3®/o  P-  a.  verzinst. 

Wie  groß  ist  sein  Guthaben  am  30.  Juni  1926  unter  der  Voraus- 
setzung, daß  an  diesem  Tage  keine  Einlage  mehr  geleistet  wird? 

G = 300  . T Ulf  = 300 . 6-66246218  = 1998  74  K. 

Aus  Gleichung  II  a)  läßt  sich  jede  der  darin  vorkommenden 
4 Größen  bestimmen,  sobald  die  3 übrigen  gegeben  sind.  So  ist 


Für  die  Erbauung  einer  Wasserleitung  hat  eine  Stadt  zu  zahlen 
am  1.  Jänner  und  1.  Juli  1921  je  10  000  K,  am  1.  Juli  1922:  30  000  A 
und  am  1.  Oktober  1923:  öOOOOAT.  In  welchem  Zeitpunkte  könnti 
die  ganze  Bausumme  auf  einmal  entrichtet  werden,  wenn  eine  33/40  oig< 
Verzinsung  p.  a.  in  Rechnung  gezogen  und  das  Übereinkommen  an 
1.  Juli  1920  abgeschlossen  wird? 

I / 10  000  , 10  000  , :i0  oou 

x^\log  wo  000  - log  — , t y.o37"5-^  + 


^ 5 _ 4-9623 1 47  ^ ^ ^ 2 Jahre  iMonate  8-5Tai:i- 

0-0159881 

Die  Entrichtung  der  gesamten  Bausumme  könnte  demnach  am  9. 
(wird  das  Jahr  zu  365  Tagen  gerechnet,  am  8.)  November  1922 
erfolgen. 


Endwert  wiederholt  gemachter  Einlagen. 

a)  Vorhinein-J]inlagen. 

Wenn  jemand  bei  einer  Sparkasse 

zu  Beginn  eines  Zinstei’mines  den  Betrag 
„ „ des  nächsten  Termines  „ ^ ^^2, 

, , , dritten  „ . . und 

, „ , vierten  „ ^ „ E^ 

hinterlegt,  so  wird  bei  ^^Vo^ger  Verzinsung  pro  Tei-min  das  Guthaben 
am  Schlüsse  des  4.  Termines  betragen: 

G = {[(All  r-\-E,)  r -fE,]rf  E,)  r = E,.r^f  E.  r«  f E,r^  ^ E,  r 

d.  i.  die  Summe  der  auf  den  Schluß  des  4.  Termines  bezogenen 
Endwerte  jeder  einzelnen  Einlage. 

Es  würden  folgende  Beträge  erlegt: 

am  1.  Jänner  1920  200  K 

..  1.  , 1921  100  „ 

, 1.  . 1922  250  „ 

, 1.  , 1923  400  , 

Wie  groß  ist  bei  einer  3%igen  Vei’zinsung  das  Guthaben 
n)  am  31.  Dezember  1923? 


*)  Zu  lesen:  Tabelle  III,  Zinsfuß  Termin  n 
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Welche  jährliche  Einlage  muß  20mal  jeweils  am  Jahresanfang 
geleistet  werden,  um  bei  372%iger  Verzinsung  zu  Ende  des  20.  Jahres 
einen  Betrag  von  15  000  7v  zu  ergeben? 


E 


G 


15  000 


TIIU“ 


29-26947068 


= 512-48  K. 


Wie  oft  müssen  am  Jahresanfang  200  K erlegt  werden,  damit 
bei  einer  47nigen  Verzinsung  am  Schlüsse  des  letzten  Jahres  ein 
Guthaben  von  3125-37  K resultiert? 

Diesen  Wert  findet  man  in  Tabelle  III  unter  47p  beim  Termin  1 2 
verzeichnet,  sohin  ist  7i=l2. 

Zu  welchem  Zinsfuß  übernimmt  eine  Sparkasse  Einlagen,  wenn 
durch  iSmalige,  jeweils  am  Jahresanfang  stattfindende  Entrichtung 

von  300  K zu  Ende  des  18.  Jahres  ein  Guthaben  von  7801-41  K ent- 
Steht? 

rpTTTfis  7801'41 

Dieser  Wert  ist  in  Tabelle  III  beim  Termin  18  unter  374 7o  zu 
finden,  sohin  ja  = 374. 

Handelt  es  sich  um  einen  in  der  Tabelle  nicht  vorkommenden 
Zinsfuß,  dann  muß  die  Lösung  auf  einem  anderen  Wege  gesucht 
werden.  Die  Gleichung  II)  kann  man  unter  Anwendung  der  für 

geometrische  Progressionen  geltenden  Summen formel  .S„=  a.  ^—  \ 

q — 1 

worin  a das  erste  Glied  der  Reihe,  q den  Quotienten  aus  einem  fol- 
genden durch  das  unmittelbar  vorhergehende  Glied  und  n die  Anzahl 
aller  Glieder  bedeutet,  auch  schreiben: 


G^E.r  — 
r — 1 


lieraus  ist 


E=- 


G{r~l) 


r (r"  — 1) 


> demnnch  r"  = 


■n—  + — 1) 

E .r 


ind 


n 


— { % G,  {r  — 1)]  — log  {E . r)\ ; log  r. 


Eine  Auflösung  der  Gleichung  II)  nach  r ist  mit  Hilfe  der  Al- 
jjebra  nicht  möglich,  weshalb  diese  Größe,  beziehungsweise  der  Zins- 
uß,  wie  später  gezeigt  wird,  nur  mittels  Versuches  erhalten  werden 
! :ann. 

Jemand  legt  am  Anfang  von  5 aufeinander  folgenden  Jahren 
je  250  K und  nachher  3mal  je  200  Ä in  eine  Sparkasse,  welche 


SVs^/o  Zinsen  gewährt.  Wie  groß  ist  das  Guthaben  am  Schlüsse  des 
8.  Jahres? 


250  -j-  -j-  r®  i"  4*  200  (r^  r-  -f-  r) 

250  ^ 4-  200  ^ = 2143-20  K. 


Welcher  Betrag  müßte  jeweils  am  l.  Jänner  und  1.  Juli  erlegt 
werden,  damit  sich  bei  einer  Verzinsung  von  178%  pro  Halbjahr 
für  den  Schluß  des  10.  Semesters  ein  Guthaben  von  5000  K ergibt? 

5000,0-01625 
1-01625(1-01625»> — 1) 

Jemand  ist  für  den  Fall  seines  Todes  auf  15  000  K versichert 
und  hat  hiefür  jährlich  im  vorhinein  340  K an  Prämie  zu  zahlen. 
Wie  oft  könnte  die  Prämie  entrichtet  werden,  damit  unter  Zugrunde- 
legung einer  Verzinsung  dem  Versicherten  aus  diesem 

Vertrage  die  gleichen  Vorteile  erwachsen  w-ie  bei  einer  Sparkasse? 
Dies  ist  dann  der  Fall,  -wenn  der  Endwert  aller  Prämien  höchstens 
gleich  ist  dem  versicherten  Kapital: 

n { log  [340 . 1-033  -f  15  000. 0-033]  — log  {3i0  . r033)} ; log  1033 
= { log  {351-33  4-  500)  — %351-33[  : log  P033  = 26-993. 

Wenn  sonach  der  Versicherte  innerhalb  26  Jahren  stirbt,  ge- 
währt ihm  die  Versicherung  mehr  als  die  Sparkasse,  entrichtet  er 
aber  die  Prämie  27mal,  so  wird  er  bereits  einen,  allerdings  sehr 
minimalen  Nachteil  gegenüber  der  Sparkasseverzinsung  erleiden.  Soll 
derselbe  ziffermäßig  bestimmt  werden,  dann  ist 


340,  n = 21  und  p = 37s,  sohin 

1-033(1-03327—1) 

rj  4 A ' ' -I  C AA, 


SO  daß  der  Versicherte  von  der  Assekuranz-Gesellschaft  um  6'56  K 
weniger  erhielte,  als  wenn  er  seine  Prämien  in  einer  Sparkasse  zu 
37s7o  Zinsen  hinterlegt  hätte. 

Mit  wieviel  Prozent  müßten  15  jährlich  im  vorhinein  geleistete 
Einlagen  von  je  516-61  K verzinst  werden,  damit  hieraus  für  das 
Ende  des  15,  Jahres  ein  Guthaben  von  10  000  resultiert? 

Schlägt  man  den  gleichen  Voi’gang  w-ie  bei  Ermittlung  der 
Verzinsungsdaner  ein,  so  hat  man  zu  bilden 

T 1114  = -’^-=  19-357. 


Diesen  Wert  findet  man  jedoch  in  der  Tabelle  beim  Termin  1 5 
nicht  verzeichnet,  wohl  aber 


Zinseszinsen-Rechnung. 

19'156  . . . unter  3% 
und  19-971  ...  ^ ^V2%- 

Im  Wege  der  Interpolation  (siehe  S.  10)  M Ürde  sich  demnach  ein 
Zinsfuß  von  3*123^0  ergeben.  Setzt  man  nun  versuchsweise  n—  3*123, 
so  erhält  man  für 

1 1-03123^'^— 1 

r.  =1-03123  - = 19-354. 

/-— 1 0-03123 

Da  der  Quotient  19-357  zwischen  19-354  und  19-971  liegt,  wird 
auch  der  fragliche  Zinsfuß  zwischen  3-123  und  3-5  zu  suchen  sein, 
während  jener  von  3®;,,  nunmehr  schon  außer  Betracht  bleibt.  Wird 
jetzt  y)  = 3125  angenommen,  so  ist 


r” — 1 1 0312515  — 1 

r. - = 1-03125  ^ -=  19-357, 

>■ — 1 0-03125 


SO  daß  also  der  Aufgabe  ein  Zinsfuß  von  3’/gVo  zugrunde  liegt. 

Eine  40jährige  Person  hat  für  ein  nach  20  Jahren  fälliges 
Kapital  von  6000  A durch  20  Jahre,  eventuell  nur  bis  zum  früheren 
Ableben  eine  Prämie  von  262-76  K zu  entrichten.  Mit  wieviel  Prozent 
verzinsen  sich  die  Einzahlungen  a)  in  dem  Falle,  als  der  Versicherte 
das  60.  Lebensjahr  erreicht  und  b)  wenn  er  am  Schlüsse  des  15.  Ver- 
sicherungsjahres stirbt? 

ad  a)  Der  Endwert  aller  Prämien  muß  gleich  sein  dem  ver- 
sicherten Kapital,  demnach 


6000  = 262-76.  Tlllj,“ 


und  TIII®  = -®^®°— 

262-76 


22-835. 


Dieser  Wert  ist  noch  kleiner  als  der  in  der  Tabelle  unter  dem 
Termin  20  beim  Zinsfuß  l^l^  verzeichnete  Wert  (24116...);  auf  dem 
Wege  der  Näherung  findet  man  eine  Verzinsung  von  zirka  l'A^/o. 

ad  h)  Nachdem  das  Kapital  erst  20  Jahre  nach  Abschluß  des 
Vertrages  zur  Auszahlung  gelangt,  ist  der  auf  den  Zeitpunkt  der 
Beendigung  der  Prämienzahlung  eskomptierte  Wert  der  versicherten 
Summe  dem  Endwerte  der  Einzahlungen  -gleichzusetzen,  sohin 


6000 


= 262-76.  TIII'i®  oder  22-835  = r® . T 1II;^ 


Hier  ist  es  nicht  möglich,  den  Zinsfuß  unmittelbar  der  Tabelle  III 
zu  entnehmen,  denn  es  muß  auch  der  Faktor  r»  in  Berücksichtigung 
gezogen  werden.  Setzt  man  versuchsweise  /)  = 3*/2,  dann  ist 

1 0355.TIIIä5=  1-18768631  . 19-97102971  = 23-719  . . . 

Dieser  Wert  ist  großer  als  22-835,  sohin  müssen  wir,  nachdem 
beide  in  Betracht  kommenden  Faktoren  sich  im  selben  Sinne  wie 


Dekursive  Verzinsung 


der  Zinsfuß  ändern,  eine  kleinei-e  Verzinsung  zugrunde  legen.  Für 
p = 3 erhält  man 

1-035. TIIIP=  1-15927407. 19-15688130  = 22-208  . . . 

Die  fragliche  Verzinsung  bewegt  sich  demnach  zwischen  3 und  SVaVo- 
Ein  Versicherter  hat  vertragsmäßig  an  jährlichen  Pi'ämien  zu 
bezahlen:  in  den  ersten  5 Jahren  je  346- — K,  im  6.  Jahre  300  40  K 
und  von  da  ab  alljährlich  um  912  K weniger  als  im  vorangehenden 
Jahre  (also  im  7. : 29128  usf.).  Auf  welches  Guthaben  hätte  er  mit 
Schluß  des  26.  Jahres  Anspruch,  wenn  er  sämtliche  Zahlungen  einer 
Sparkasse  geleistet  hätte,  welche  die  Einlagen  mit  3®/o  verzinst? 

(?  = 346  (7-2« -j-r25-}-r2^  + r23-fr2ii)  -j-  300-4  . -p  (300-4  — 9 12)  r2® -f- 
-(-(300-4  2.9-12)ri®-l-(300-4  — 3. 9-1 2)ri8 + (300-4  — 20. 9 12)r 
= 346  (»-22 
— 9-12(?-2 
= 346  [T  III 


— 9-1 2. y,  wobei 
20?’  und 

20?-2.  Demnach  ist 

— 20?-,  beziehungsweise 
-2— 20?-2-(-20r 


Werden  die  angedeuteten  Rechnungsoperationen  ausgeführt,  so 
erhält  man  schließlich  (r=  9988-99  K. 


Wenn  die  Einlagen  nicht  zu  Beginn,  son 
Zinstermines  geleistet  werden,  dann  wird,  da  in 
Betrag  um  einen  Termin  kürzer  erliegt  als  wi^ 
richtung,  der  Endwert  derselben  am  Schlüsse  des 


Sind  G,  E und  2?  gegeben,  dann  wird  sich  n aus  der  Gleichi 
r"  ^ — 1 

^ - y.  r — { ^09  [-^  (2-  — 1 )]  — lo(/  E\  : Iny  r ergeben 
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Welche  Einlage  müßte  ein  Vater  für  seine  lOjährige  Tochter 
jeweils  am  Jahresschlüsse  leisten,  um  für  sie  bei  erreichtem  20.  Lebens- 
jahre 5000  K beheben  zu  können,  wenn  die  Sparkasse  31/2 7o  Zinsen 
in  Anrechnunff  bringt? 


5000 


5000 


= 426-21  K. 


I+TIII37  11-73139316 
Wie  oft  müßten  430-13  K am  Semesterschlusse  erlegt  werden, 
damit  sich  bei  einer  3“/oigeQ  Verzinsung  für  das  Ende  des  letzten 
Semesters  ein  Guthaben  von  8000  K ergibt? 

n = [log  [430-13  8000 . 0 03]  — % 430-13] : log  1:03  = 15. 

Das  Resultat  kann,  da  ein  in  der  Tabelle  III  enthaltener  Zins- 
fuß in  Frage  kommt,  auch  unmittelbar  aus  jener  erhalten  werden. 

Es  ist  nämlich  1 


G 


TIlI‘'‘~i  = -y.  oder  für  dieses  Beispiel 


TIin’'--i  = 


8000 


17  599. 


430-13 

Nachdem  sich  dieser  Wert  unter  3®7  beim  Termin  14  vorfindet, 
ist  n — 1 = 14  und  n = 15. 

Welche  Zinsen  tragen  5000  K bei  einem  Zinfuß  von  in 

8 Jahren? 

Diese  Frage  läßt  sich  nicht  nur  an  der  Hand  der  Tabelle  I mit 

5000 . 1-0458—  5000  = 2110'50, 

sondern  auch  mit  Hilfe  der  Tabelle  III  beantworten.  Es  braucht  nur 
erwogen  werden,  daß  die  4\/27oigen  Zinsen  von  5000  K,  d.  i.  225  K 
durch  8 Jahre  jeweils  am  Schlüsse  fällig  und  wieder  verzinst  werden. 
Es  ist  dann 

225  (r’  -f  r6  + . . . -f  r-|-  1)*)  = 225  [l  -j-  T III^|,J  =2110-50. 

Jemand  legt  ISmal  nacheinander  am  Jahresschlüsse  400  K in 
die  Sparkasse.  Zu  welchem  Zinsfüße  müßte  diese  die  Einlagen  ver- 
zinsen, damit  unmittelbar  nach  Entrichtung  der  letzten  Einlage  ein 
Betrag  von  6703  31  K behoben  werden  könnte? 

6703-31 


T 111(12; 

i‘  400 


— 1 


15-75827. 


Sucht  man  in  der  Tabelle  III  beim  Termin  12  nach  diesem 
Wert,  so  findet  man,  daß  der  fragliche  Zinsfuß  zwischen  4 und  4V4”/o 
liegt.  Im  Wege  der  Interpolation  würde  sich  ein  Zinsfuß  von  4-124% 
ei’geben.  Wird  aber  auf  Grund  desselben  der  Endwert  ermittelt,  so 
erhält  man  nur  6702-92  K,  woraus  hervorgeht,  daß  der  tatsächliche 
Zinsfuß  noch  etwas  größer  ist;  er  beträgt  nämlich  4'/s%- 

r'^  — 1 7-5 — 1 — 1 

*)  225  , =5000.0  045  , = 5000  (r  — 1)  — ^ = 5000  — 1). 

Hiedurch  ist  auch  algebraisch  die  Cbereinstimmung  der  Resultate  nach  den  Tabellen 
l und  III  erwiesen. 


\ 


I 
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Es  zeigt  sich  somit,  daß  auch  bei  der  Zinsfußbestimmung 
nach  Tabelle  III  durch  Interpolation  ein  etwas  kleinerer  als 
der  faktische  Zinsfuß  resultiert,  und  zwar  wird,  wie  leicht  zu 
erweisen  ist,  auch  hier  mit  zunehmendem  ?;  die  Differenz  größer. 

§ 10. 

Ganzjährige  Einlagen  bei  terminlicher  Verzinsung  und 

umgekehrt. 

Der  Betrag  E wird  v/-mal  am  Anfänge  jedes  Jahres  erlegt  und 
zu  <i^;o  pro  Semester  verzinst;  wie  berechnet  mau  den  Endwert  mit 
Schluß  des  letzten  Jahres?  Da  n Jahre  2n  Zinstermine  umfassen, 
ergibt  sich  das  schließliche  Guthaben  aus  der  Gleichung 

» TT  /f*„  I O-  .O  I *>».  4 I ' -0\  7’  ..O  ' / 


-f  H r J"')  = 


2-2—1 


Auch  hier  bedeutet  ?’  den  Aufzinsungsfaktor  pro  Zinstermin. 

Würden  die  Einlagen  nicht  jeweils  am  Anfang,  sondern  am  Ende 
des  betreffenden  Jahres  geleistet,  dann  wäre 

(r-yi — 1 

G'  = E(r2''-2%r-'>--'^ ^ r=  + 1)  = ^ . 

Würden  von  einem  Einlagstermin  zum  anderen  allgemein  m 
Zinstermine  verstreichen,  dann  wäre  in  den  Formeln  der  Exponent  2 
lediglich  durch  m zu  ersetzen. 

Der  Betrag  E wird  ?<-mal  am  Anfang  jedes  Semesters  erlegt  und 
zum  Jahreszinsfuß  p verzinst.  Wie  ist  der  Endwert  mit  Schluß  des 
•/i-ten  Semesters  zu  berechnen? 


G = K \r~ 


V (m-1) 


= Er' 


1 


Bei  Nachhineinentrichtung  der  Einlagen  wäre 


G = E 


V — 1 


n 3 


-i-  r 


1 \ n 


1 


§ 11- 

Kapitalsverminderungen. 

Jemand  legt  am  1.  Jänner  1920  700  K in  die  Sparkasse, 

, 1.  , 1921  200  „ 

und  nimmt  heraus  , 1.  , 1923  300  „ 

und  , 1.  , 1926  400  „ 

Wie  groß  ist  das  Guthaben  am  1.  Jänner  1928,  -«-enn  3*V’/o 
Zinsen  berechnet  werden? 

Das  Guthaben  unmittelbar  nach  der  ersten  Abhebung  beträgt 
700  -j- 200  r®  — 300;  dasselbe  ist  nun  durch  3 weitere  Jahre  zu  ver- 

zinsen, dann  der  Betrag  von  400  K in  Abzug  zu  bringen  und  der 


1 
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sonach  verbleibende  Rest  schließlich  durch  2 Jahre  zu  verzinsen, 
so  daß 

G = [(700  7-3  + 200  ?•»  — 300)  r3  — 400]  r- 
= 700  4-  200  7-‘  — 300  r^—  400  391'43  K. 

Denselben  Ausdruck  hätte  man  aber  erhalten,  wenn  man  die 
4 Beträge  direkt  auf  den  1.  Jänner  1928  diskontiert,  die  Abhebungen 
jedoch  als  negative  Einlagen  eingestellt  hätte. 

Ein  \ ater  hinterläßt  seinem  10jährigen  Sohne  ein.  Vermögen 
von  20  000  K,  welches  in  einer  gerichtlichen  Depositenkasse  hinter- 
legt und  von  dieser  mit  3»  //„  p.  a.  verzinst  wird.  Wie  groß  wird 
das  Erbe  nach  14  Jahren  noch  sein,  wenn  für  die  Erziehung  des 
Sohnes  bis  zu  dessen  vollendetem  18.  Lebensjahre  alljährlich  post- 
numerando 1000  K und  in  den  folgenden  6 Jahren  1800  K ver- 
wendet werden? 

G = 20  000  — lÖOO  (r“  _|_  ,-u  -] + r«) 

_ 1800  j-r-f-  1) 

= 200'  0.1-03751^— 1000.  [Tlll^f. - -TgJ 
— 1800  (1  -f-  T mg,,)  = 10  231-52  K. 

Von  einem  in  der  Sparkasse  zu  47o  Zinsen  angelegten  Kapitale 
von  lOOOOiv  werden  jährlich  am  Schlüsse  400  A"  abgehoben;  wie 
groß  ist  das  Guthaben  nach  6 Jahren? 

G = 10  000 . 1-046—  400  (r«  [-  1) 

= 10  000 . 1-043  — 400  (1  -j-  T mg) 

= 12  653-19  — 2653-19  = 10  000  K, 

d.  h.  sind  die  Abhebungen  gleich  den  Zinsen,  daun  bleibt  — wie 
selbstverständlich  — die  Einlage  unverändert. 

Welchen  Betrag  darf  (im  obigen  Beispiele)  der  Sohn  für  seine 
Studien  jährlich  (postnum.)  aufwenden,  damit  da.s  Erbe  nach  14  Jahren 
noch  den  vierten  Teil  seines  ursprünglichen  Betrages  ausmacht? 

5000  = 20  000  — x (r^^  -(-  7-12  1_  1) 

20  000rii — 5000 

a'—  = 1084-22  A. 

Welchen  Betrag  dürfte  ein  60jähriger  Mann  von  seinem  gegen 
3V2®/o  Zinsen  angelegten  Vermögen  pro  30  000  A alljährlich  (im  nach- 
linein)  abheben,  damit  dasselbe  nach  25  JaJiren  gänzlich  aufge- 
Draucht  ist? 

K.r-^  30  000.2-36324498 


X = 


r+Tiiigf 


38-94985669 


= 1820-22  K. 


Meritorisch  der  ganz  gleiche  Fall  liegt  vor,  wenn  es  sich  darum 
landelt,  ein  Darlehen  durch  gleich  große,  jährlich  im  nachhinein  zu 
mtrichtende  Raten  — Annuitäten  genannt  — ■ zu  tilgen. 


Durch  welche  jährliche  Nachhinein-Annuität  a wird  ein  Darlehen 
von  100  000  K in  25  Jahren  bei  47„iger  Verzinsung  getilgt? 


K . 7-23 

1”^^  T mg* 


266  583-633 
41-64.590829 


= 6401-20 


Wie  viele  Annuitäten  ä 1439-24  A müssen  jeweils  am  Jahres- 
schlüsse entrichtet  werden,  um  eine  Schuld  von  20  000  K bei 
Zinsen  zu  tilgen? 

Zur  Lösung  dieser  Aufgabe  wollen  wir  für  das  Symbol 
1 -f- TIIIp"  “ * seinen  Wert  einsetzen,  d.  i. 


1 -(-  r = r- -f-  7’3  -| )-  7-«  - 1 = 


1 7-'* 1 


r — 1 


man  erhält  dann  für 


— 1 


und  hieraus 


a — a i oder  7-^  {a  — K .?)  = <-<,  so  da  ß 

Imj  a — loy  {a  — K . i) 
loq  r 

Für  das  vorstehende  Beispiel  resultiert  sohin: 

_ loy  1439-54  — (1439-24  —7501  ^ 

Zog  1-037.5 

i?  12. 

Z e i t r e n t e n. 

Renten  sind  periodisch  wiederkehrende  Zahlungen,  welche 
jemand  empfängt  oder  leistet.  Je  nachdem  die  einzelnen  Zahlungen 
(Raten)  untereinander  gleich  groß  sind  oder  aber  nach  einem  be- 
stimmten Gesetze  zu-  oder  abnehmen,  spricht  man  von  konstanten 
und  von  steiyenden,  beziehungsweise  fallenden  Renten.  Anderseits 
unterscheidet  man  hinsichtlich  der  Art  der  Zahlung  unmittelbare 
oder  sofoi't  heyinnendc  und  aufycschobene  Renten,  je  nachdem  der 
Zeitraum,  welcher  bis  zum  Bezüge  der  ersten  Zahlung  zu  ver- 
streichen hat,  kleiner  (eventuell  gleich  groß)  oder  größer  ist,  als  das 
zwischen  zwei  Raten  festgesetzte  Zeitintervall.  Erfolgt  die  Auszahlung 
der  Raten  am  Anfang  eines  Termines,  dann  nennt  man  die  Rente 
eine  vorschüssiye  oder  j^'f'dnumerando  zahlbare,  zum  Unterschiede 
von  nachschilssiyen  oder  postnumerando  zahlbaren  Renten,  welche 
jeweils  am  Schlüsse  eines  Termines  fällig  werden.  Schließlich  liegt 
ein  unterscheidendes  Moment  auch  darin,  ob  die  Person  des  Rentners 


Zinaeszinsen-RechnL’iig. 

Falle  von  einer  Zeitrentc  An  diL„!°s  , ,,  “ '’  ™ 

behandelt  «erden.  ®“’"*  '«-^‘oren 

«,  , ‘Ilf  Ausföhrnngeu  können  aneh  dis  in  den 

;-erde„;  annt  ü„“,le  ^fdtl.^l^ll'fn?'^^^^ 

die  Beatimntnng  des  gegenwärC„  wiZ  d^  R“.:”'":, 

- ^ _ eHänterr:™“::*" 

zahlbaren  R^e^rTm^'e^rr^l  postnumerando 

im  betrage  1 ist  durch  die  Gleichung  dargestellt 


V -f  — 7-3  _L 


• + r"IIL) 


Die  Werte  dieser  aus  der  Summe  der  in  Tahplla  tt  .a  u 

Ir  H!r;;?:,::i;:rv:::::eter to_u 

Es  bedeutet  somit  beispielsweise  der  unter  3“/  beim  Termin  23 
angegebene  Wert  (16-44360839)  den  Betrat  wpIp8p.  . 


|nS 1 “4-  L-  L, 

r ' r-  ' 


‘ - 1 


lila) 


„a  T I\  ^ , beziehungsweise  [„a  — i -U  x IV^” 

12  47<jiger  Verzinsung  der  Barwert  einer  durch 

■ 2 Jahie  zu  entrichtenden  Rente  von  1000  K,  wenn  die  Zahlung 

X = ™ vorhinein  erfolgt? 

• n 4--  9385-07  Ä;  2/ = 1000  .[  1 -1- T IV''\]  = 9760  48  Z: 

Es  zeigt  sich,  daß  der  Barwert  der  vorschüssiqen  Rente  arößer 


fjCl  - — 


Ir”  — 1 


1 7'”  — 1 


, ; — - und  f„a  = ' 

' • — i ‘ r”  — ^ 7*. j ^ 


somit 


„a  — „a  . r = i^a 


V 

100  ■ 


i 
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Im  letztbesprocheneii  Falle  beträgt  die  Differenz  zwischen  beiden 
Barwerten  375’41  K,  und  das  sind  die  4o/(,igen  Zinsen  von  9385-07  K. 

Ist  die  Anzahl  der  Katen  größer  als  50,  der  zugrunde  liegende 
Zinsfuß  aber  in  der  Tabelle  enthalten,  dann  können  die  notwendigen 
Werte  mit  Leichtigkeit  ergänzt  werden.  So  ist  z.  B. 


lilO^f' 


1 

r 


1 

o 

/ - 


I ' t 

^‘.»0  i^>ni  ‘ 

,.P0  — 

50 

R 


XIV 

p 


i ' 


Eine  Kontrolle  hinsichtlich  der  Richtigkeit  der  in  Tabelle  IV 
verzeichneten  Werte  besteht  darin,  daß  man  untersucht,  ob  die  bezüg- 
lichen Barwerte  tatsächlich  zur  Gewährung  der  entsprechenden  Rente 
hinreichen. 

Die  Mise  einer  ömal  jährlich  im  nachhinein  zahlbaren 

Rente  von  100  7v'  beträgt  bei  3% 457-97  iv. 

Dieser  Betrag  ist  mit  3Vo  zu  verzinsen  und  vermehrt'sich 

demnach  im  1.  Jahre  um 13  74 

auf 

Plievon  ist  die  1.  Rentenzahlung  zu  leisten  per 1 

sohin  verbleiben  zu  Beginn  des  2.  Jahres 371-71  K 

hiezu  3“/o  Zinsen 11-15 

und  ab  die  2.  Rate  per 100- 88  8,5 

hiezu  3°'q  Zinsen  für  das  3.  Jahr 8 4 9 

ab  die  3.  Rate  per lOO- 91-51 

hiezu  30/0  Zinsen  für  das  4.  Jahr 3-74 

ab  die  4.  Rate  per lOo- _ 94- 

hiezu  37o  Zinsen  für  das  5.  Jahr 2 9 1 

100-— A', 

so  daß  am  Schlüsse  des  5.  Jahres  tatsächlich  nur  mehr  genau  der 
Betrag  für  die  5.  Rate  von  100  K zur  Verfügung  steht. 

Welches  Kapital  ist  bei  33/.i7oiger  ganzjähriger  Verzinsung  er- 
forderlich, um  durch  20  Semester  eine  postnumerando  zahlbare  Rente 
von  750  K leisten  zu  können? 

Wird  die  Rechnung  genau,  also  mittels  des  konformen  Zins- 
fußes durchgeführt,  dann  ist 


471 

■71 

a: 

100 

• 

«• 

371 

*71 

X 

— 88 

•85 

282 

•80 

K 

— 91 

*51 

19I' 

'35 

K 

— 94 

■2ß 

97' 

•09 

K 

*> 

■91 

■m 

X 


750 

1-037.5^ 
= 750 


^ 750 

l-0375'^‘ 
1-0375'"—  1 


750 

V ~T 

l-0375'^' 


750 

5ö 

1‘0375^ 


750.0-44504394 


1*0375^^  (1*0375  -*  — 1)  1 44504394 . 0*01858 

Luilw  feT,  IMitisvhe  Aritlmietik.  4.  Aull. 


= 12  418*53  K 


a 


s 


ll 


Ci»-». 
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Falls  man  jedoch  mit  dem  relativen  Zinsfuß  (374%  p.  a.  gleich  l’/s'Vo 
pro  Semester)  rechnet,  resultiert  für 


X = — 


750  . _ 750  _j_  750  750 

1-Ü1S75  ' I-OIST^  ' l'-01.'.75-*~'  ' Y'OlST’pö 

1-018752«  — 1 


750 


1-0187520. 0-01875 


— = 12  412-80  K. 


Wie  groß  ist  unter  Zugrundelegung  einer  4V47oigeo  Kapitali- 
sierung der  Schätzwert  eines  noch  10  Jahre  Steuerfreiheit  (richtiger 
,, Steuerermäßigung’’)  genießenden  Hauses,  dessen  jährlicher  Brutto- 
zins 19  120  K ausmacht,  wenn  für  die  Erhaltung  10«/o  und  an  Steuern 
während  der  Steuerfreiheit  22-6  und  nach  Ablauf  derselben  37«/q  des 
Bi-uttozinses  in  Abzug  zu  bringen  sind? 


Werden  von  dem  Bruttozins  per 19  120- — K 

470/0  für  Erhaltung  und  Steuern,  das  sind  ....  8 986-40  . 

abgezogen,  so  verbleibt  ein  Reinertrag  von,  ....  10  1 33-60  A', 
welcher,  zu  iVi”  0 kapitalisiert,  einen  Erträgniswert  von 

10  133-6  . 100 

— = 238  438-—  - 

4-25  ^ 

ergibt.  Hiezu  Wert  der  Steuerfreiheit,  d.  i.  der  Bar- 
wert einer  10jährigen  nachschüssigen  Rente  von 

(l9  120.^^^-’-^.TIVjjo=  22  05G--  , 

Sohin  gegenwärtiger  Schätzwert  .....  .260  494- — K. 


Rechnet  man  mit  Rücksicht  auf  die  halbjährige  Steuerentrichtung 
mit  20  Semestern  und  einem  Zinsfuß  von  2 7s0/o,  so  ergibt  sich  der 
Wert  der  Steuerfreiheit  mit  22  241  K. 

Ist  der  Barwert  B einer  Rente  K gegeben  und  die  letztere 
zu  bestimmen,  dann  erhält  man  für  die  nachschüssige  Zahlung,  da 


-f 


für  A = 


B 


r “ 7’2  ^ 


•+  — 


= B 


r"  i 


B 

TiVy 


und  für  die  vorschüssige  Zahlung 


_B 

TIV<;' 


Soll  die  Anzahl  der  Raten  (n)  bestimmt  wei-den,  dann  ergibt 
sich,  da  für  die  nachschüssige  Rente 

y?r"  — 1 A/'  1 

B ^ „ ; — ^ 1 _ 

r"  r i V r" 
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n = [loff  R — lo(j  {R  — B . ?)]  : Ing  r 


und  für  die  vorschüssige  Rente 

R 7-'-l  Rrr^  — l_Rvr 

..  Y * ' ..»i  2 \ 


— 1 


demnach 


n = log  A—  hg  (^R  — B ^ : log  r. 


Wie  lange  kann  jemand  gegen  eine  einmalige  Einlage  von 
8292-54  K,  welche  mit  32/2%  verzinst  wird,  eine  jährlich  im  nach- 
hinein zahlbare  Rente  von  720  K beziehen? 

n = I log  720  — log  (720  — 8292-54 . 0'035)] ; log  1 035  = 15. 

Das  Resultat  kann  aber  auch  mit  Hilfe  der  Tabelle  IV,  und 
zwar  wesentlich  rascher  gefunden  w-erden.  Da 

B 8292-54 

A = A . T I VY,  ist  T I\l;' , = -77  = ^72^0“  = 1 l'o  1 - 4 
and  dieser  Wert  findet  sich  in  Tabelle  IV  unter  3V27o  bei«!  Termin  15. 


Ewige  Renten. 


Wenn  die  Zahl  der  Raten  unbegrenzt,  also  7i=oc  ist,  spricht 
man  von  einer  ewigen  Rente.  Die  im  Betrage  1 nachschüssig  zahlbare 
ewige  Rente  wird  demnach  durch  die  Reihe  dargestellt  sein 


— 1 


1 — r 


a = r V-  4-  ü«  -| in  infinitum  = v — ^ 


1 — r — 1 i p 

Es  beträgt  demnach  die  nachschüssige  ewige  Rente 

für  j>  = '3 . . 1 : 0’03 

p = ‘sy.j ; 0-035  = 28-*/- 

./*  — 4 . . . 1 : 0‘04  = 25 

,,  -X  ... 

d.  h.  man  muß  25  K zu  4«/o  anlegen,  um  für  ewige  Zeiten  jeweils 
am  Jahresschlüsse  1 K Rente  beziehen  zu  können.  Die  ewige  Rente 
ist  also  nichts  anderes  als  der  Zinsenbetrag  der  kapitalisierten  Rate. 
Der  Barwert  der  vorschüssigen  ewigen  Rente  ist  ausgedrückt 

durch  i;2  _j in  infinitum  = i r 

so  daß  beispielsweise  für  p = i ^a  -=26. 

In  diesem  Falle  wird  die  erste  Rate  sofort  fällig,  sohin  ver- 
bleiben 2b  K und  diese  geben  alljährlich  wieder  1 K Zinsen. 
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Aufgeschobene  Renten. 

Soll  die  erste  Rentenzahlung  (im  Betrage  1)  erst  nach  k Ter- 
minen erfolgen,  dann  ist  die  Mise  für  diese  aufgeschobene  und  nma! 
zahlbare  Rente 

i|„a -j-  1 - -| 1-  1 1} 

— [(1  -f-  -f-  H h . 

+ — (1  f 

li-|-na  l^ü 2) 

d.  h der  Barvvert  der  durch  k Jahre  aufgeschobenen,  ?imal  zahl- 
baren Rente  ist  gleich  der  Differenz  zwischen  den  Barwerten  einer 
und  einer  nur  A'nial  zu  entrichtenden  Rente. 

Führen  wir  nun  unsere  gewöhnlichen  Symbole  ein,  so  erhalten  wir 

,i„a  = [l  + T IVf — [l  + T 

»n  TTT  >*  -“  l n'  T V ^ 

— liV^,  P 

Die  Rente  läßt  sich  abei’  auch  nach  Gleichung  1)  folgender- 
maßen clai'Stellen : 

ti„a  = «;*■■(  1 -f-ü-j-f-  -j 1-  |„a  -=  u*  [l  T 

so  daß  sieh  die  aufgeschobeiie  von  der  sofox’t  beginnenden  Rente 
nur  durch  den  Abzinsungsfaktor  unterscheidet. 

Wie  groß  ist  der  Barwert  einer  um  5 Jahre  aufgeschobenen  und 
durch  10  Jahre  zahlbaren  Rente  von  jährlich  1000  Ä'  bei  S'/aVoioOr 
Verzin.sung? 

Wird  die  Aufgabe  nach  beiden  Methoden  gelöst,  so  ergibt  sich 

x^— — |l  -r  TlVli®  1 ==  1000.  U-841 9732. 8a;0768G5::==  7247-44  A 
1-035“'-  ' 

oder 

a-=  7i  [T  — T iv!ivj  1 000  .( 10-92  05  2 03  — 3-6730792)  = 72  47'44  Z. 

Jemand  leistet  eine  Einlage  von  10  000  K und  will  dafür  eine 
nach  10  Jahren  beginnende  und  durch  15  Jahre  zahlbare  Rente  be- 
ziehen; wie  groß  ist  dieselbe,  wenn  SViVo  Zinsen  in  Ani-echnung 
kommen?  Da 

B R [T  ivj,^+"”'  — T IVp 

folgt  für 

10  000  : [T  IV33/,  — T IY%]  = 1230-91  K. 

Würde  in  dieser  Aufgabe  die  Höhe  der  Rente  als  bekannt,  aber 
die  Aufschubszeit  als  unbekannt  vorausgesetzt,  dann  wäre 

*)  Bei  aufgeschobenen,  ganzjährig  zahlbaren  Renten  ist  es  einfacher,  nur  Ton 
vorschüaai^en  Renten  zu  sprechen;  so  wird  man  z.  B.  eine  um  5 Jahre  aufgeschobeno 
und  dann  jährlich  postnumerando  zahlbare  Rente  wohl  kürzer  als  eine  um  6 Jahra 
aufgeschobene  (VorlHncin-)Rente  bezeichnen. 


.r  11  I ■■  I— II 
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\ 


10  000 . 1-0373*^  = 1230-91  [l  — T IV3S-J 

und 

1-0375^*=  0*123091 . 11'739619S  = 1*44504. 

Dieser  Wert  findet  sich  in  Tabelle  I unter  beim  Termin  10» 

sohin  ist  k =10. 

R e n t e u u m w a n d 1 u n g. 

Eine  sofort  beginnende,  diu’ch  12  Jahre  zahlbare  Rente  von 
300  A"  soll  in  eine  nach  4 Jahren  beginnende  und  dann  durch  8 Jahre 
zahlbare  Rente  umgewandelt  werden.  Wie  groß  ist  die  letztere,  wenn 
3%  Zinsen  gerechnet  werden? 

Die  Barwerte  beider  Renten  müssen  einander  gleich  sein,  sohin 


300 


300  ,300  300_ 

ru32"T  ^ l*03^i 


1-03 
X 


X 


X 


X 


h - oder 

1-03^  ' 1'03S  ^ 1*03’^  ' l*03'i 

300  [l  -p  T IV^]  ^ . T IVf;  hieraus  ist 

1*092727 . 300 . 10*25262411 


x = 


7*01969219 


= 478*80  A. 


Jemand  hat  Anspruch  auf  eine  durch  eine  gewisse  Zeit  aJh 
jährlich  im  vorhinein  fällige  Rate  von  1200  K und  will  dieselbe  in 
Hinkunft  vierteljährig  im  nachhinein  ausbezahlt  erhalten.  Wie  groß 
ist  eine  solche  Quartalsrate,  wenn  eine  JahresverziUvSiing 

zugrunde  gelegt  wird? 

Nachdem  die  Bezugsdauer  — wie  unschw*er  eiiizusehen  ist 
für  die  Rechnung  nicht  in  Betracht  kommt,  hat  man  nur  den  Bar- 
wert  einer  Jahreszahlung  gleichzusetzen  dem  Barw*ert  von  4 QuartaU- 
raten,  so  daß 


X , X , X . X / 1 1 1 

1200  = 3 + + + = ^ + 

^•4  y i y A y 4 * T * V * 

12OO.lTOÖ.(r00Si;j_-2>^3^^,.„ 
1*035  — 1 


r — 1 


= X 


r — l) 


In  analoger  Weise  hat  man  vorzugehen,  wenn  umzuwandeln  ist: 

a)  eine  jährlich  nachhinein  zahlbare  Rente  von  1000  K in  eine 
monatlich  vorhinein  zahlbare  Rente; 

b)  eine  Vxjährig  vorhinein  zahlbare  Rente  von  2 50  Ä in  eine 
monatlich  nachhinein  zahlbare; 

c)  eine  monatlich  nachhinein  zahlbare  Rente  von  100  K in  eine 
‘/jjährig  vorhinein  zahlbare  Rente. 

Zu  beachten  ist  hiebei  nur,  daß,  wenn  der  längere  der  bei  den 
beiden  Zahlungsmodalitäten  in  Betracht  kommenden  Zeiträume  nur 


J. 


• 


/ 
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ein  Semester  oder  ein  Quartal  umfaßt,  es  natürlich  genügt,  beider* 
seits  auch  nur  den  Wert  der  ein  Semester,  beziehungsweise  ein  Quartal 
darstellenden  Zahlungen  in  Berücksichtigung  zu  ziehen. 

Sohin  folgt 

. . f 1 3 . , 1 \ r— 1 

ad  n)  - = ,,•  / 1 ^ j_  I = 33  ^ uud 

r N.,  yvi  J /*n!  (i'iz  — \) 

100ü(?-^—  l)  lUÜÜ  (1-002871  — 1) 

^ — l)  ~ 1-U02871  . 0 0;i5  — 

X 1 1 \ ■ 2 

ad  !>)  2ö()  ^ij[  _L  ^ ^ 

250  . r0;!5^(l  035^— l) 

!/  = t: = 83-80  I\ 

r035^  — 1 

ad  cj  100  -|-  V-i h“  ) = 594-20  A". 

\,-u  r‘-y  — . 1 ) 

Jemand  hat  Ans^Ji-uch  auf  eine  um  3 Jahre  aufgeschobeue  und 
dann  durcli  10  Jahre  in  monatlichen  Vorhineinraten  zahlbare  Rente 
von  200  K,  will  aber  dafür  eine  nach  5 Jahren  beginnende  und  dann 
durch  10  Jahre  in  Pränumerando-Semesterraten  zahlbare  Rente  be- 
ziehen Wie  groß  ist  dieselbe  bei  Sh'aVoigem  Zinsfuß? 


20'i  , 


1 ^-.-  + -Vf---+ 4,»  1 f -V  f V 


i-i  yVi 


H h-V«)  oder 


?* 


200  (/-IO— 1)  a-(,.n)— 1) 

• ii9  ^ 1 1 :•  y I ^ ocicr 

r [r~^  — l)  r2 . ~ i; 


200 


rio_r 


und  hieraus  ist 


x = 


^*2  ^^'10  

200(r>-  — 

1 1» 


= 1276  K. 


Steigende  (fallende)  Renten. 

Es  ist  der  Barwert  einer  ?imal  im  nachhinein  zahlbaren 
steigenden  Reute  zu  bestimmen,  deren  erste  Rate  R und  jede  fol- 
gende um  i'7o  größer  als  die  vorangehende  ist. 


/.’  1 -i 


R 1 J- 


A 1 + 


n — 1 


Setzt  man  den  Ansdruck  1 -j = a,  so  folgt  für 

' 100  ’ 


(v,„a).-=-(^l  + -^--|- 


ö"  — r-" 


^ R . 

/’Mö  — rl 
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Für  ö = 1 geht  der  Barwert  über  in 

i” — 1 


(vi„«)  = R 


/"(/•  — 1) 


d.  i.  die  konstante  uaclischüssige  Rente  im  Betrage  R (siehe  S.  3-.)- 
Für  0 = ?-  würde  resultieren 


(v  ,,'0  = R 


,.n 


r 


n 


0 

0 


Diesen  unbestimmten  Ausdruck  kann  mau  umgehen,  wenn  die 
Substitution  schon  in  der  Grundgleichung  vorgenommen  wird;  dann 

ist  nämlich 


1 '■  I 


».  rt  — 1 


..»•  — 1 


n . 11 


Jemand  hat  dem  Erfinder  eines  Patentes  die  für  die  Auswertung 
desselben  nötigen  Kapitalien  vorgestreckt  und  dafür  den  Anspruch 
auf  eine  mit  Ablauf  des  ersten  Geschäftsjahres  beginnende  und  dann 
lOmal  zu  zalilende  Jahresrente  erworben,  deren  erste  Rate  2000  A 
und  deren  jede  folgende  um  10<>/o  mehr  als  die  vorangehende  betimgt. 
Um  welchen  Betrag  könnte  der  Bezugsberechtigte  seine  Ansprüche 
aus  dem  Vertrage  unter  Annahme  einer  Verzinsung  ab- 
treten? A=  2000  6— VI,  H=10,  r—  1 037j 


a;=2000 


ri.0_r0375- 

^ /\  <\  •f 


1-0375^'J.  0-0625 


Den  Barwert  der  inkinumerando  zahlbaren  steigenden  Rente 
erhält  man  aus  den  vorstehenden  Resultaten  dadurch,  daß  man 
dieselben  mit  r multipliziert. 

Ist  die  erste  Rate  nicht  sofort,  sondern  erst  nach  k Jahren 
fällig,  dann  ergibt  sich  als  Barwert  dieser  auf  geschobenen  steigenden 

Rente  ^ R-^-, 

('V«)=7t  + jöTH  + 7^+-.i  ' ■■■ 


7*a  r r-  t 


tt  — 1 

l\ 


= 11 


(1^ 


r 


yk-^n—  \ 


Für  ff  = 1 geht  dieser  Ausdruck  über  in 

,-n  _ 1 

(vA|„a)  = Ii  7 — ’ 

d,  i.  der  Barwert  der  um  k Jahre  aufgeschobenen  konstanten  Rente 
und  für  6—r  erhält  man 

?i . R 

(Vfci,.a)  = --i.— 

Ist  die  nächstjährige  Rate  jeweils  um  den  gleichen  absoluten 
Betrag  (ö)  größer  als  die  vorhergehende,  steigt  also  die  Rente  in 


Zinseszinzen-Rechnung. 


Form  einer  arithmetischen  Progressioyi  an,  dann  ergibt  sich  als  Bar- 
wort — die  erste  Rate  wäre  nach  h Jahren  fällig  — dieser  auf- 
geschobenen steigenden  und  nmal  zahlbaren  Rente 

-j-  -I 

yk  \ ' I — ly  ■ ,^-t  7.2  7..1  ' ' ^ y 

= {l  1 — TIV^”"^  + ,^2.  wobei 

z = 7?  _u  2 3 -I f ??  — 1)  r " - ^ ; 

diese  Reibe  ergibt,  analog  behandelt  wie  der  auf  S.  27  dargestelltp 
Ausdruck  y, 

1 / u”  — 1\ 

2 = n v’^  — V ) 

V — IV  V — 1 / 

oder,  wenn  wieder  r eingeführt  wird, 

1 


z = 


— 1 


1 r” 
~r~T 
r 


1 b 

1 


_ P ?■" 1 ?7  "I  1 y'7-n 2 ^ 

~r_  1 L 7-«(r— 1)  7«'.  1)  V?*  — 1 ~ ’V* 

Diesen  W ert  in  die  frühere  Gleichung  eingesetzt,  ergibt 
(v.„a)  = -1  (/,•[,+  T IV'—]  + - „)j.  • 

Für  d = 0 geht  diese  Gleichung  über  in 

(v*|„a)  = 1 7i>  p T |, 

d.  i.  der  Barwert  einer  aufgeschobenen  konstanten  Rente. 

^\  ie  groß  ist  der  Wert  der  aus  dem  obigen  Patentvertrag  resul- 
tierenden Ansprüche,  wenn  die  erste  Jahresrate  per  2000  K erst  nach 
5 Jahren  fällig  und  jede  folgende  um  500  Ä'  größer  als  die  vorher- 
gehende ist? 


7?=  2000,  0 = 500,  ?z=10,  k~ö,  2‘  — ^^U 

J 5^  f 1-0375'“— 1 

1-037510  — 1-0375»  V 0'0375  ' 


1-0375» 


1-037510—  1-0375» 


— 10  1 = 29.051  AT. 


Werden  in  den  vorstehenden  Formeln  anstatt  s,  beziehungsweise 
d die  Werte  —s,  beziehungsweise  — ö eingesetzt,  so  geht  die  steigende 
in  eine  fallende  Rente  über,  für  welche  dieselben  Formeln,  aber  mit 
entgegengesetzten  Vorzeichen  vor  s,  beziehungsweise  ö »-eiten. 


) 

i 


Zweiter  Abschnitt. 


\ ‘h  ^ 


Antizipative  Verzinsung. 

§ B3. 

Bei  der  antizipativen  Verzinsung  bekommt  der  Schuldner  für 
einen  auf  Ä Ki’onen  lautenden  und  nach  einem  Jahre  einzulösenden 
Schuldschein  nur  den  um  die  einjährigen  Zinsen  verminderten  Be- 
trag, das  sind,  wenn  zum  Unterschiede  von  der  dekursiven  Ver- 
zinsung der  jährl’che  Zinsfuß  mit  n bezeichnet  wird, 

bar  ausbezahlt.  Wenn  er  nun  für  51:^1 — Beginn  des  Jahres 

erhaltene  Kronen  am  Schlüsse  desselben  Ä Kronen  zurückzuzahlen 
hat,  so  hat  er  für  Ä zu  Beginn  des  Jahres  empfangene  Kronen  am 
Schlüsse  desselben  x zurückzuzahlen;  es  verhält  sich  demnach 


and  hieraus  ist 


x=  ^ 


100 

100  7t 


Den  Ausdruck wollen  wir  den  antizipativen  Anfzinsunas- 

100  — 7t  ^ ‘ 

faktor  nennen  und  mit  q bezeichnen.  Es  ist  demnach  bei  antizi])ativer 
Verzinsung 

der  Wert  des  Kapitales  ^ nach  1 Jahr:  . p 

« r „ 2 Jahren:  Isti  . 

« r r r V V ^ » 5?3  — ^2  ' ~ ■ P“ 

ti  n n fl  fl  fl  T'  n ~ — ^7  — 1 0 . . . I ) 

Die  Werte  für  q sind  (bezüglich  der  Zinsfüße  2,  2V4,  3V2  imd 
4)  in  analoger  Weise  wie  jene  für  r in  Tabelle  I (S.  12  der  Hilfs- 


Zinseszinsen-Rechnung. 


Tabellen)  zusammengestellt,  so  daß  sich  die  Bestimmung  des  End- 
wertes auch  hier  auf  eine  einfache  Multiplikation  reduziert. 

Auf  welchen  Betrag  wachsen  1000  A in  3 Jahren  bei  4^/^,iger 

antizipativer  Verzinsung  an? 

.^3=-  1000.1-13028067=  1130-28  A’. 

Zu  dem  Resultate  hätte  man  auch  auf  folgende  W eise  gelangen 
k'  mnen : 

1000  A wachsen  in  1 Jahre  an  auf  1000.  = 1000 : 0'96  = 1041  67  A; 

1 10ll-67:0-96  = 1083-09  , ; 


1083-09  „ 


10ll-67:0-96  = 1083-09  , ; 
1085-09:0-96  = 1130-28  „ 


Aus  der  Formel  1 ) ergibt  sich  das  Anfangskapital  als 


9 

man  braucht  sohin  bloß  den  Endwert  dtireli  die  in  Tabelle  I ent- 
iialtenen  bezüglichen  Aufzinsungsfaktoren  zu-  dividieren  oder  mit  den 
in  Tabelle  II  (S.  13  der  Hilfs-Tabellen)  zusammengestellten  reziproken 
Werten  derselben  — den  Abzinsungsfaktoren  — zu  multiplizieren. 
Die  Zahl  der  Zinstermine  bestimmt  sich  mit 


und  de-r  Zinsfuß  mit 


log  p 


l(»l  n 

hj~9 

log  ls\n  — 1*>!I  ^ 


Sämtliche  Formeln  sind,  wie  man  sieht,  mit  den  bezüglichen 
in  den  §§  1 und  3 für  die  dekursive  Verzinsung  abgeleiteten  bis  auf 
den  Umstand  identisch,  daß  anstatt  r der  Wert  q zu  setzen  ist. 

In  welcher  Zeit  geben  2500  7v  bei  3V2”'oiger  antizipativer  Ver- 
zinsung ein  Guthaben  von  4266  09  A? 

log  4266-09  — log  2500  _ 
log  1-036269 

Zu  -welchem  antizipativen  Zinsfuß  müssen  700  K angelegt  werden, 
damit  dieselben  in  10  Jahren  auf  878'88  K anwachsen? 

..-0098832 


o=  1-023018  = ■— •,  demnach  ist 

' 100  — X 

1U2-3018  100  = 1 023018  a:  und  x=  2-25 


TT 


y 


^fi. 


m 


Antizipative  Verzinsung. 


43 


Die  Resultate  der  beiden  letzten  Beispiele  kann  man  auch  un- 
mittelbar aus  der  Tabelle  I entnehmen,  indem  man  den  Quotienten 

.^  = 1-70644,  beziehungsweise  1-25554  ermittelt  und  nachsieht,  bei 

welchem  Termin  unter  3‘/2®/ü  ^ioi  ersteren  Falle),  beziehungsweise 
unter  welchem  Zinsfuß  bei  Termin  10  (im  letzteren  Falle)  der  be- 
zügliche Quotient  sich  vorfindet. 

§ lU 

Beziehung  zwischen  antizipativer  und  dekursiver 

Verzinsung. 

Da  der  Endwert  eines  Kapitales  nur  von  der  jeweiligen  Grüße 
der  bezüglichen  Aufzinsungsfaktoren  abhängt,  braucht  man  auch  nur 
diese  einander  gegenüber  zu  stellen,  wenn  man  das  Guthaben  ver- 
gleichen will,  welches  bei  antizipativer  und  welches  bei  dekurb-iver 
Verzinsung  innerhalb  derselben  Verzinsungsdauer  und  unter  Zugrunde- 
leerung  desselben  Zinsfußes  resultiert. 


Für  jc—jj  ist  Q 


100 


sohin  o größer  als  r 


100  — p 

P ' 


= 1+ 

' 100 


(py 

viooZ 


•» 


1 -A-  ) demnach  auch 

' lOOZ’ 

r”  und  i?„>A"„. 


Wenn  man  also  ein  Kapital  durch  dieselbe  Zeit  und  zum  gleichen 
Zinsfuß  das  einemal  antizipativ,  das  anderemal  dekursiv  anlegt,  so  wird 
der  Endwert  bei  antizijMtiver  Verzinsung  größer  sein,  das  Kapital  demnach 
rascher  anivachsen  als  bei  dekursiver  Verzinsung.  Hieraus  folgt,  daß, 
wenn  für  die  gleiche  Verzinsungsdauer  sich  auch  gleiche  Endwerte 
ergeben  sollen,  der  zugrunde  gelegte  antizipative  Zinsfuß  kleiner 
sein  muß  als  der  bezügliche  dekursive  Zinsfuß  und  umgekehrt.  Ist  }• 
gegeben  und  die  Gleichung 


1 -t-- 


1 


100 


100  100  — a: 

nach  % aufzulösen,  so  erhält  man 

1002 


100  — Ä = 
1002 -! 


X 


100  + p 
100p  — 1002 


und  für 


100  ] 


100  +p 

Ist  Tt  bekannt,  dann  folgt  für 


1 0 0 — I“ 


it 

i. 


Zinseszinsen-Rechnung. 


Auf  Grund  dieser  beiden  Gleichungen  ergeben  sich  die  folgenden 
Werte : 


Dekur- 

siver 

Äquivalenter 

antizipativer 

Anti- 

zipativer 

Äquivalenter 

<iekursiver 

Z i n i 

J f u ü 

1 

3»/o 

2-91262 

3»/o 

309278 

3V2«’o 

3*38164 

3V2»/o 

3*62694 

i 40/o 

3*84616 

40/0 

4*16667 

4>/4«/o 

4-0T6T4 

4'A»/o 

4*43864 

§ 15. 

Konformer  Zinsfuß. 

Werden  1000  K ein  Jahr  laug  antizipativ  verzinst,  so  wachsen  sie 
bei  einem  Zinsfuß  von  47o  per  annum  auf  1041'67  K 


OÜ 


A 


Semester 


104123 


an,  so  daß  auch  hier  zwischen  relativem  und  konformem  Zinsfuß  ein 
Unterschied  zu  machen  ist  Das  Beispiel  zeigt  aber,  daß  der  nnier- 
jährige  relative  Zinsfuß  (2^!q  pro  Semester)  — im  Gegensätze  zu  den 
bezüglichen  Folgerungen  hei  dekm'siver  Verzinsung  (§  5)  — zu  einem 
kleineren  Endxcert  fuhrt  als  der  ganzjährige  Zinsfuß. 

Bedeutet  tt  den  antizipativen  Jahres-  und  t den  terminlichen 
Zinsfuß  (1  Jahr  = ru  Termine),  dann  muß  folgende  Gleichung  bestehen: 


100 


100 


m 


100  — JT  VlOO  — zJ 
100  — 100 

7t=  100 


5 hieraus  erhält  man 
/ 100  — r\ 


100 


und 


/lOO  — r Y’*' 

V 100  J \ 


1) 


Wird  TT  als  bekannt  vorausgesetzt,  dann  ist 


m 


Antizipative  Verzinsung. 


45 


Setzt  man  nun  in  diese  beiden  Gleichungen,  dem  obigen  Beispiele 
entsprechend, 

m = 2 und  r 2^ 


so  ergibt  sich 


lUO 


f 98 


luO, 


= 3’9Ö 


und  für  m=2  und  .t  — 4 ist 


100 


1 — 


r 9ö 

Aon 


==  2-Ü204, 


Es  ist  somit  bei  autizipativer  Verzinsuug  gleichgiltig,  ob  man 
ein  Kapital  zu  2%  pro  Semester  oder  zu  3'96%  pro  anno,  beziehungs- 
weise zu  4%  pro  anno  oder  zu  2'02%  pro  Semester  verzinst. 

Probe:  500  K geben  in  3 Jahren 

zu  2%  pro  Semester  ein  Guthaben  von  500. 1'128869  = 564’44  K 

loo 

' = 564-44  , ; 


und  „ 3'96  , anno 


oder  300  K geben  in  5 Jahren 

p 100 

zu  2*02%  pro  Semester  ein  Guthaben  von  300  ( — J = 367*93  K 
und  „ 47o  » anno  „ „ „ 300 . 1*22643302  = 367'93  ^ . 

Mau  kann  die  Probe  aber  auch  noch  auf  eine  andere  Art  machen, 
womit  gleichzeitig  allgemein  bewiesen  wird,  worin  die  Ursache  der 
entgegengesetzten  Resultate  hinsichtlich  des  konformen  Zinsfußes  bei 
der  dekursiven  und  antizipativen  Verzinsuug  liegt. 

Wenn  1000  K zu  47o  antizipativ  ganzjährig  geliehen  werden,  er- 
hält der  Gläubiger  sofort  40  K an  Zinsen;  beti’ägt  die  Verzinsuug 
jedoch  27o  pro  Semester,  dann  werden  sofort  nur  20  K und  nach 
einem  Semester  wieder  20  fällig,  deren  heutiger  Wert  aber  kleiner 
als  20  ist.  Will  man  jedoch  auch  bei  halbjähriger  Verzinsung  an  jähr- 
lichen Zinsen  einen  Barwert  von  40  K erhalten,  so  muß  eine  Semester- 
verzinsung von  2*02047o  zugrunde  gelegt  werden.  In  diesem  Falle 

20204 

erhält  der  Gläubiger  sofort  1000 = 20*204  und  am  Anfang 

des  2.  Semesters  denselben  Betrag.  Der  Jetztwert  beider  Zahlungen  ist 

, 100  — 2*0204 

20*204  -f  20*204  • — - ^ = 40. 

‘ 100 

Werden  in  die  beiden  Gleichungen  1)  und  2)  die  entsprechenden 
Werte  für  r,  beziehungsweise  n:  eingesetzt,  dann  ergeben  sich  die 
zwei  folgenden  Tabellen: 


it 


Zin?eszinsen-Rechnung. 


4 t) 


Relativer 


j Konformer  Jahreszinsfuß,  wenn  die  Zinsen  entrichtet 
! werden 


«laores*  i 
ziDsfoß  i 

! lährlicb 

; (m  = Ij 

i 

1 

! halbjährig 
, m = 2) 

! vierteljährig 
j (m  — 4; 

monatlich 
(m  = 12) 

3»/«  1 

1 

i 

1 ' ' •! 

! : 

j 2-9775  1 

1 

> 2*9604 

2 9591 

3>^5«/o 

1 ..5 

3*4694 

4-4  >43 

5*4444 

1 

4 — 

3*9600 

3*9404 

1 

j 3*9274 

45 

4*4494 

4*4246 

1 

t 

4*4083 

Jahreszinsfuß 

1 

Konformer  Zinsfuß  pro 



4 

Semester 

1 Quartal 

Monat 

3»/o 

1 

1*5114 

0-7586 

0-2535 

3'.2»/o 

i 

1 1*7656 

0-8867 

0-2965 

40/ 

^ 2*0204 

I 

1*0154 

0 3396 

, 2-2759 

i 

1-1445 

0-3830 

V 


§ 16. 

Tabellen  III  und  IV. 

Die  im  § 9 gelöste  Aufgabe  — Bestimmung  des  Endwertes 
alljährlich  gemachter  Einlagen  — soll  nun  bei  antizipativer  Ver- 
zinsung durchgeführt  werden.  Das  Guthaben  am  Schlüsse  des  jö«“ 
Jahres  wdrd  sich  darstellen  als 


und  für 
als 


A,  = = E,=  . . E„  = A 


r.K 


A p -f  A -|-  A A’p"  - 3 -f  Ap" 

= A(p  4-  p2  + p3-i l-p»). 

Der  Klammerausdruck  stellt  die  Summe  der  autizipativen  Auf- 
zinsungsfaktoren (aus  Tabelle  I)  dar  und  ist  in  Tabelle  III  antizipativ 
(S.  14  der  Hilfs-Tabellen)  zu  finden,  so  daß  man  auch  schreiben  kann 


^ = ^^.TIII^',  beziehungsweise  E-- 


ii 

TIII  ” 

7T 


Auch  diese  Formeln  sind  mit  jenen  für  die  dekursive  Verzinsung 
völlig  identisch,  nur  ist  g anstatt  r zu  setzen.  Mit  dieser  einzigen 


m 


Antizipative  Verzinsung. 


Einschränkung  haben  auch  alle  sonstigen  Ableitungen  der  9 und  10 
für  die  antizipative  Verzinsung  Geltung. 

Ist  der  ßarwert  einer  ?imal  zahlbaren  Rente  zu  bestimmen,  so  ist 

sji 

für  die  Nachhinein-Kente  B = \ — -~\ — ^ + „ 

n n-  n" 


und  für  die  Vorhinein-Rente  « = ^ 3 r • 


O’ 


o 


9" 


o 


n — 1 


^{(14.1+ ' +...4_  i_). 


Der  Ausdruck  1-4-^-^ h — ist  die  Summe  der  Werte  aus 

p p“  o" 


Tabelle  II  und  findet  sich  in  Tabelle  IV  antizipativ  (3.  15  der  Hilfs- 
Tabellen),  so  daß  die  Barwerte  auch  dargestellt  werden  können  durch 

fi^^JI.TIV^  für  die  nachschüssige  Rente  und 

[1  — T IV<”  “ 1]  für  die  vorschüssige  Rente. 


Mit  der  obigen  Einschränkung  gelten  demnach  auch  sämtliche 
Ableitungen  des  § 12  für  die  antizipative  Verzinsung,  so  daß  von 
einer  weiteren  Behandlung  derselben  Umgang  genommen  werden  kann 


1^' 


Dekursive  Verzinsung. 


C.  Annuitäten-Rechnung  (Tilgungspläne). 

a)  Bei  dekursiver  Verzinsung. 

§ 

Kapitalstilguug  im  allgemeineu. 

Die  Rückzahlung  eines  aufgenommeneu  Darlehens  kann  ent- 
weder derart  erfolgen,  daß  der  Schuldner  durch  eine  Reihe  von 
Jahren  nur  die  Zinsen  und  schließlich  das  ganze  Kapital  auf  einmal 
rückerstattet  oder  aber,  daß  außer  den  aufgelaufenen  Zinsen,  sei  es 
regelmäßig  oder  nur  zeitweise,  noch  ein  bestimmter  Betrag  als 
Kapitalstilgung  entrichtet  wird. 

Würde  sich  beispielsweise  ein  Gläubiger  nur  ausbedingeu,  daß 
ihm  der  Schuldner  den  am  1.  April  1920  geliehenen  Betrag  von 
1000  K innerhalb  5 Jahren  mit  40/^igen  Zinsen  rückerstattet,  Zahlungen 
jedoch  nur  jeweils  am  31.  März  entgegennimmt,  so  könnte  der  Schuldner 
das  Darlehen  etwa  in  folgender  Art  tilgen: 


Er  zahlt 

an  4^/oigen 
Zinsen 

als  Tilgung 

zusammen 

sohin  noch 
verbleibende 
Schuld 

m 

31.  März  1921 

40  K 

100 

140  = Ul 

900  K 

n 

31.  , 

1923 

36  , 

— 

3 6 = Ü2 

900  , 

y) 

31.  , 

1923 

36  , 

300 

333  = 

600  , 

n 

31.  , 

1924 

24  , 

200 

224  = «4 

400  „ 

1) 

31.  „ 

1925 

16  „ 

400 

4 1 3 = U5 

— 

Die  nach  Entrichtung  der  ersten  Zahlung  verbleibende  Schuld 
kann  entweder  als  Differenz  zwischen  dem  dargeliehenen  Kapital 
und  dem  zurückgczahlten  Betrag  (1000  — 100  = 900)  oder  unter  Be- 
rücksichtigung der  entrichteten  Zinsen  durch  die  Gleichung 

4 

1000  J-  1000. 140  = 1000  4-40  — 140  = 900 

100  ‘ 

dargestellt  werden.  Allgemein  wird  sich  sonach  als  Schuld  am  Schlüsse 
des  1.  Jahres  ergeben:  cti  ~K.r  — a* 

O 1 I 1 1 


' ''il  ' 


des  2.  Jahres  ergeben:  — 


0 I V 

01  'r"0|  • , «9 

1 I 1 100  ^ 

K .7  üi  Ug 

& r — r/3  = K . 7-3 


= St  r 


Uj  ? - — a .j  r 


— j . 7‘ 

= Ä ?•” — 


aor”  — ^ — 


— o«_ir  — a, 


Da  aber  am  Schlüsse  des  Jahres  das  Kapital  getilgt,  sohin 
0 sein  muß,  so  folgt 


K r”=  uj  7*”-^  -4  a,2  7-"-  ® 

I ^2  I % I 


^3  7*”  ^ 4 . r -f-  aj)  oder 

I — 1 I 


4-  J L ^ 1 . 

Diese  Gleichung  besagt,  daß  das  dargeliehene  Kapital  gleich  der 
Summe  der  auf  den  Zcitpimkt  des  Darlehensempfanges  abgezinsten 
Zahlungen  an  Zinsen  und  Tilgungsbeträgen  oder:  die  Leistung  des 
Gläubigers  gleich  jener  des  Schuldners  ist. 

Die  bezügliche  Probe  für  den  vorstehenden  Fall  ergibt  (r— 1-04); 

14Ö  , 36  , 336  , 224  , 416 

+ = 134-62  + 33-28  298'70  191  48 

+ 341-92  = 1000. 

Die  Ämortisierung  eines  in  n Jahren  zu  tilgenden  Kapitales  K 
könnte  auch  in  der  Weise  vor  sich  gehen,  daß  außer  den  ji^o/oigen 

Zinsen  vom  jeweiligen  Schuldrest  noch  alljähz-lich  der  Betrag  — 

71 

zurückgezahlt  wird. 

Der  frühere  Fall  würde  sich  dann  folgendermaßen  darstellen: 
Der  Schuldner  zahlt 


an  4%igen 
Zinsen 

als  Tilgung 

zusammen 

sohin  noch 
verbleibende 

Schuld 

am 

31. 

März 

1921: 

40 

200 

240  = Ql 

800 

n 

31. 

1922: 

32 

200 

232  =«2 

600 

31. 

■n 

1923: 

24 

200 

224  = U3 

400 

31. 

n 

1924: 

16 

200 

216  = U4 

200 

31. 

V 

1925: 

8 

200 

208  =U5 

— 

In  diesem  Falle  sind  die  in  den  einzelnen  Jahren  vom  Schuldner 
zu  entrichtenden  Gesamtleistungen  nicht  mehr  willkürlich,  aber  auch 
keineswegs  untereinander  gleich,  sondern  vermindern  sich  alljährlich 


um  einen  konstanten  Betrag:. 

o 


•)  Viri.  ß n. 

Ludwig,  Pulitiücht*  Arithmetik.  4.  Aurt. 


Kapitalstilgun, 


§ 18. 


Tilgung  durch  Nachhinein- Annuitäten. 

Die  gebräuchlichste  Form  der  Kapitalstilgung  ist  die  Rück- 
zahlung mittels  Aiinuitäten.  In  diesem  Falle  werden  während  einer 
bestimmten  Anzahl  von  Terminen  in  der  Regel  am  Schlüsse  der- 
selben gleich  große,  Zinsen  und  Kapitalsrückzahlung  enthaltende 
Beträge  von  Seite  des  Schuldners  entrichtet.  Bezeichnen  wir  die- 
selben mit  a und  nehmen  wir  an,  daß  sie  behufs  Tilgung  des  Kapi- 
tales K ?imal  am  Jahresschlüsse  gezahlt  werden  sollen,  so  wird,  da 
die  Leistung  des  Gläubigers  gleich  jener  des  Schuldners  sein  muß, 
die  Gleichung  bestehen 


Hieraus  folgt  für 


j.  ' ' 


r"  r 


« T IVj," 


a . T IVL’ 


Wie  groß  muß  die  durch  45  Jahre  jeweils  am  Jahresschlüsse 
zu  entrichtende  Annuität  sein,  um  bei  4®/oiger  Verzinsung  ein  Dar- 
lehen von  1,000.000  K zu  tilgen? 


1 000  000 
~T1V,‘ 


1 000  000 
20-7200397 


48.262-46  K. 


Welche  Annuität  müßte  70mal  jeweils  am*  Ende  eines  Semesters 
bezahlt  werden,  um  damit  bei  2V8®/oiger  Verzinsung  pro  Halbjahr 
eine  Schuld  von  50.000  K zu  tilgen? 

Da  der  Zinsfuß  2V8®/o  in  der  Tabelle  nicht  enthalten  ist,  muß 
der  Wert  für  a aus  der  Gleichung 


50  000 


1-0212 


a , , Ci  a 1-02125’0— 1 

5"*"  1-02125*  ^ 1-02125  '0~  1-02 if»^  1-02125  — 1 


berechnet  w'erden;  man  erhält  dann 

50  000.1-02125^0  0-02125 

a = — 1 378  9o  A. 

1-02125^0  — 1 

Würde  dieser  Aufgabe  ein  Zinsfuß  von  2°/o  pro  Semester  zu- 
o-runde  liegen,  dann  könnte  die  Tabelle  IV  benützt  werden  und  wkre 
zu  bilden 


*)  Vgl,  biemit  Beispiele  betreffend  die  KapitalstÜgiing  S.  31. 


Dekursire  Verzinsung. 


a , a 

"roi^T^  102=*' 


50  000  1-022  102=*  ^ ^ 1-0200  i‘O20*  102’0 

^ “il-02  ^ r0^~^  ^ 1-0200  1.0200  (l'02  1022  "V  ’ + 

H l 

” 1 -022073 

= “[TIVS”+^.TIvr] 

= a [31-42360589  -f  0-37152788 . 16-35143334],  sohin 
a ^ 1333-38  K. 

Sind  die  Größen  K,  a und  p gegeben,  so  erhält  man  aus  der 
Gleichung 


A'  = 


a r"  — 1 


den  auch  bereits  auf  S.  31  ermittelten  Wert 

11  — f^loga  — log  [a  — K : log  r. 

Durch  wie  viele  nachschüssige  Jahresannuitäten  ä 9365  46  K wird 
ein  Kapital  von  200.000  K bei  3V20/yiger  Verzinsung  getilgt? 

n = {%  9365-46  — Zo^  [9365  46  — 200  000  . 0-035]  } :log  1 035  ===  40. 

Der  Wert  für  n läßt  sich  aber  auch  — vorausgesetzt,  daß  für 
den  in  Frage  kommenden  Zinsfuß  die  entsprechenden  Werte  in  der 
Tabelle  IV  enthalten  sind  — unmittelbar  aus  dieser  entnehmen.  Aus 
Gleichung  IV)  folgt  nämlich 


T IV}" 


, demnach  für  das  vorstehende  Beispiel 


T IV'T 


200  000 
9365-46 


= 21-35507. 


"Sucht  man  nun  in  Tabelle  IV)  unter  3'/2®/o  nach  diesem  Quotienten, 
so  findet  man  ihn  beim  Termin  40  verzeichnet. 

Soll  die  Gleichung  IV)  nach  r aufgelöst,  also  bei  gegebenem 
K,  a und  n der  Zinsfuß  p ermittelt  werden,  dann  muß  man  ein  ähn- 
liches Näherungs  verfahren  wie  auf  den  Seiten  25  bis  28  einschlagen. 

Bei  w'elchem  Zinsfüße  wird  ein  Darlehen  von  300.000  K durch 
50  jährliche  Nachhinein-Annuitäten  ä 14  265-30  A'  getilgt? 

In  Analogie  zu  dem  früheren  Beispiele  ist 

Tivj"«  0301. 

Würde  sich  dieser  Wert  in  Tabelle  IV  unter  dem  Termin  50 
vorfinden,  so  wäre  die  Aufgabe  schon  gelöst.  Nun  zeigt  aber  die 
Tabelle 


4 * 


~r^ 


Dekursive  Verzinsung 


Kapitalstilgu 


bei  4^0  Wert  21'482... 

und  , 4'/.i7o  , . 20-593.., 

suchende  Zinsfuß  zwischen  4 und  474^0  hegt.  Setzt 
sehend  o = 47'x  und  berechnet 


104125 


1-04125»“.  0 04125 

so  erhält  man  hiefür  21-0301.  Der  fragliche Zinsluß  beträgt  sohin  4787o- 


Aufstellung  eines  Tilgungsplanes. 

Durch  die  Auflösung  der  Gleichung  IV)  nach  den  verschiedenen 
Jnbekannten  scheint  die  Frage  der  Kapitalstilgung  eigentlich  erschöpft. 
,md  doch  ist  dies  durchaus  nicht  der  Fall.  Sowohl  Gläubiger  als  auch 
Schuldner  benötigen  nämlich  für,  die  Aufstellung  ihrer  jährlichen 
lilanz  die  je-w'eilige  Höhe  der  noch  zu  fordernden,  beziehungsweise 
lOch  schuldigen  Darlehenssumme  und  müssen  -wissen,  welcher  Teil 
ier  Annuität  jeweils  als  Zinsen  zu  buchen  ist.  Um  nun  die  Vor- 
lahme  jährlicher  Berechnungen  zu  vermeiden,  empfiehlt  es  sich,  gleich 
/on  vornherein  eine  Duvstalluiiy  des  yenuuen  I erlnuj cs  der  (illttuihlicheii 
Kapitalsriickzahlung  oder  einen  sogenannten  Tilgxinysplan  anzulegen. 

Es  ist  der  Tilgungsplan  für  die  Rückzalilung  eines  Kapitales 
von  100  000  K durch  6 gleich  große,  jährliche  Kachhinein-Annuitäten 
oei  4“/(,iger  dekursiver  Verzinsung  aufzustellen. 

Mach  Gleichung  IV)  ist 


Es  ist  ohne  -weiteres  klar,  daß,  falls  bei  der  Ermittlung  ir 
eines  Zinsenbetrages  ein  Fehler  unterläuft,  nicht  nur  Thgungsc 
und  Schuldrest  des  betreffenden  Jahres,  sondern  der  ganze  folg 
Teil  des  Tilgungsplanes  unrichtig  sind.  Darum  erscheint  es  unerlä 
— insbesondere  bei  einer  größeren  Anzahl  von  Annuitäten  — den 
der  Rechnung  von  Zeit  zu  Zeit  zu  kontrollieren. 

Bezeichnen  wir  die  Tilgungsquoten  der  einzelnen  Jahre 
7.  7.  Gt  • ■ ■ dann  ergeben  sich,  da  sich  die  Annuität  aus 
Zinsen  des  jeweiligen  Schuldrestes  und  aus  der  entsprechender 
gungsquote  zusammensetzt,  die  folgenden  Gleichungen,  und  zwa 


Subtrahiert  man  nun 

Gleichung  2)  von  Gleich.  1),  so  erhält  man  : 0 — 7 + 7 


f ' 

4®:'ö  Zinsen 

1, 

) 1 

Tilgungsquote  j! 

1 

Schuldrest 

j Jahr 

1 

zu  Ende  des  nebenstehenden  Jahres  j 

1 i 

1 ^ ' 

h || 

K 

h 

K 

h 1 

f'-  ■ — 

1 1 

4.001» 

-j, 

15.076 

1 

1 

19 

84,923  j 

81  1 

2 i 

' 3..S96 

95 

15  679  1 

24 

69.244 

57  ' 

3 

i 2.769 

TS  ; 

1 

, 16.306  1 

41 

1 52.938  1 

16  1 

( 

' 4 

2.117 

1 

1 63 

16.958  i 

66 

; 35.979  ' 

,ö0  J 

t 5 

1.439 

00 

1 17  637 

01  ; 

18.342 

49  1 

i 6 

733 

70 

18.342 

> 49 

— 1 

1 

1 

1 

1 

! 100.000 

1 

1 

1 

1 

1 1 

5 t Tilgungßpläne. 

Aus  Gleichung  a)  folgt:  <2  = ^ (^1  ~/oo  ) ~ 


f» 


*1 


Diese  Gleichungen  besagen: 

1.  Jede  folgende  Tilgungsqnote  kann  aus  der  vorhergehenden  durch 
e nfache  Aufzinsung  erhalten  tverden. 

2.  Die  Tilgungsquote  irgend  eines,  z.  B.  des  Jahres  stellt  sich 
ols  Produkt  aus  der  ersten  IVgungsquote  und  der  (k  — 1)'^”  Potenz  des 
z ufzinsungsfaktors  dar. 

Es  wird  daher  insbesondere  auf  die  möglichst  genaue  Be- 
s timmung  der  ersten  Tilgungsquote  ankommen.  Um  nun  diese  un- 
riittelbar  aus  den  gegebenen  Werten  (Darlehenssumme,  Anzahl  der 
i .nnuitäten  und  Zinsfuß)  berechnen  zu  können,  braucht  man  nur  zu 
erwägen,  daß  die  Summe  aller  Tilgungsquoten  dem  dargeliehenen 
Kapital  gleich  sein  muß  oder 

= q -|-  fg  -f-  ^3  H ^n- 

Drückt  man  nun  die  zweite  und  jede  folgende  Tilgungsquote 
( urch  die  erste  aus,  so  folgt 

K = q — q r -j-  q ?'2  H ^ f, . r’— ^ 

= q (l  + r-f  7-2  H 

l eziehungsweise 

K 

q = — 

i-Tiii;'“- 

1 nd  für  den  im  früheren  Paragraph  gerechneten  konkreten  Fall 


K 


100  000 


l_i_TIIlf  6-63297546 


= 15  076-190. 


Will  man  beispielsweise  die  Tilgungsquote  des  4.  Jahres  über- 
]irüfen,  so  hat  man  zu  ermitteln 

q = q ,r3=  15  076  19 . 1-124864  = 16  958  6 6. 

Man  kann  aber  nicht  nur  die  Richtigkeit  der  Tilgungsquoten, 
i ondern  auch  jene  des  Schuldrestes  kontrollieren. 

Da  die  Summe  aller  Tilgungsquoten  gleich  dem  dargeliehenen 
][apitale  ist,  so  wird  sich  natürlich  die  Schuld  durch  Entrichtung 
jeder  Annuität  um  die  darin  enthaltene  Tilgungsquote  vermindern 
und  der  Schuldrest  irgend  eines  Jahres  sich  als  Differenz  zwischen 
1 lern  ursprünglichen  Kapitale  und  den  bis  dahin  gezahlten  Tilgungs- 
([uoten  darstellen.  Es  wird  demnach  beispielsweise  der  Schuldrest 
i m Schlüsse  des  Jahres  betragen 


> ■ 


Dekursive  Verzinsung. 


(q  4-q  + qH ytl)=K—{t,fhrft,r^^ + ') 

= Ä'-q  [i-i-TIIl'*-'-^]  I 

- i.  t * 


Da 


— 1 
r — 1 


cc) 


q = 


K 


r”  — 1 
r — 1 


r"  — 1 


folgt  für 


r — 1 — 1 , . f 

s,  = K—  K ^ ^ ( 1 

yn \ f I \ 


— 1 
r”  — 1 


= A 


^ yil  _ yk 


Nach  diesen  beiden  Formeln  ergibt  sich  für  den  in  Rede 
stehenden  Fall  beispielsweise  als  Schuldrest  am  Schlüsse  des  dritten 
Jahres 

S,  = K-t,  [1  + TIII7] 

^ 100  000  — 15  076-19 . 3-1216  = 52.938  16,  beziehungsweise 


100  000 


104® — 1-04® 


= 52.938-16. 


r®— 1 1-04«— 1 

Der  Schuldrest  kann  aber  noch  auf  eine  andere  Art  direkt 
ermittelt  werden.  Aus  den  beiden  Gleichungen 

a . a a a . a 


und 

folgt 

und 


a 

r’ 


(1 


K—  ü 4-  — -f  — q h + — ■ 

r ' r-'  7'3^  ' ,.«—1  I i’" 

A'  = q + ^2  + ^3  H 

r 4-  r-  q h (1  4"  H H 


<1  = 


a 


r> 


hieraus  ergibt  sich 


a a 

<3  = q,„:4r’ 

Demnach  ist 

Sk  — K — (^1  “h  ^2  ^3  H r 


ti. 


a 

yft ”1“  1 


tn 


a 

r 


a , a , a 

z — : “4“  . • • • — j—  , 

^ * /y.2  * * k 


a 


V 


+ 


a 


a 

V 


a 


a 


n I rt»« 


1 ~l”  * * ' y .«  Ä‘  -|-  1 


a ^ a 

r r- 


a 


.ytl  k 


v) 


I 


r-n 


TilgungBpläiie 


Diese  Gleichung  besagt,  daß,  wenn  insgesamt  n Annuitäten  be- 
langen sind,  der  Scliuldrest  nach  Entrichtung  der  Annuität 
gleich  dem  Jetztwerte  der  noch  aussteheiiden  n — k Zahlungen  des 
Schuldners  ist  oder  mit  anderen  Worten ; die  Leistuny  den  Gläubigers 
nuß  jener  des  Schuldners  nicht  nur  im  Zeitpunkte  der  Darlehensüber- 
/ahe,  sondern  auch  in  jedem  beliebigen  Zeitpunkte  während  der  Ka2)itals- 
nickzahlung  gleich  sein. 

Demnach  wird  sich  der  Schuldrest  beispielsweise  am  Schlüsse 
les  2.  Jahres  in  der  vorliegenden  Aufgabe  auch  darstellen  lassen 
lurch  die  Summe  der  Barwerte  der  noch  ausstehenden  Annuitäten 
les  3.  bis  6.  Jahres.  Nachdem  diese  Zahlungen  in  1,  beziehungsweise 
l,  3 und  4 Jahren  fällig  sind,  ist 

4-  4 + 4 + • T = 1 9 076-1 9 . a-62989522  ==  69  244'57. 

- y yö  y.4 

§ 21. 

Tilgu ngsplan  mit  gegebener  runder  Annuität. 

Ein  Darlehen  von  30.000  iT  soll  bei  4Y2%iger  dekursiver  Ver- 
'.insung  durch  die  jeweils  am  Jahresschlüsse  zu  entrichtende  Annuität 
,'on  6000  A' amortisiert  und  der  Tilgungsplan  hiefür  aufgestellt  werden. 

Der  Vorgang  hinsichtlich  der  Kapitalsabzahlung  wird  ein  ganz 
ihnlicher  wie  beim  früheren  Beispiel  sein.  Die  Zinsen  des  1.  Jahres 

1350. — K,  sohin  die  erste  Tilgungsquote 

6000  — 1350  =)  4650.— iC  und  der  Schuldrest  am  Schlüsse  des 
..  Jahres  25.350. — A".  Hievon  sind  wieder  die  4V2‘yoig6>i  Zinsen  zu 
•echnen  usw.  Für  das  Ende  des  5.  Jahres  ergibt  sich  ein  Schuld- 
•est  von  4561-20  A’  dessen  Tilgung  im  Laufe  des  nächsten  Jahres  zu 
n-folgen  hat.  Wird  vorausgesetzt,  daß  die  Zahlung  des  6.  Jahres 
ibenso  Avie  die  früheren  erst  am  Schlüsse  desselben  geleistet  wird, 
iann  sind  außer  den  4561*20  A"  noch  die  ganzjährigen  472%igen 
Zinsen  davon,  d.  s.  205  25,  demnach  in  Summe  nicht  mehr  6000, 
londern  nur  4766  45  A"  zu  entrichten. 

Nehmen  wir  an,  das  Darlehen  wäre  am  l.  Juni  1919  gewährt 
vorden,  so  wird  der  Tilgungsplan  die  folgende  Form  haben: 


je  tragen 


4*5 

30  000.  — - = 
100 


Datum 

4Va®/o  Zinsen  I 

Tilgungsquote 

Schuldrest 

K 

h 1 

K 

h i 

h 

1.  Juni  1<)20 

1350 

— 

4650 



25.350 

, 

I-  r 1921  j 

1140 

75 

4859 

25 

: 20.490 

75 

1.  ,,  1922' 

922 

08 

5017 

92 

15.412 

83 

1.  „ 1923 

693 

58 

5306 

42 

j 10.106 

41 

1-  n 1924 

1 454 

1 

79 

5545 

21 

1 4.561 

20 

1.  „ 1925 

205 

25 

1 4661 

20 

— 

— 

! 

A 

1 

1 

30.000  — 

II 

II 


Dekursive  Verzinsung.  ^ * 

Von  dem  richtigen  Gange  der  Rechnung  kann  man  sich  wiederum 
dadurcli  überzeugen,  daß  mau  irgend  eine  Tilgungsquote  entweder 
aus  der  vorangehenden  (nach  der  Gleichung  tk  — oder  aus  der 

ersten  Tilgungsquote  (nach  der  Gleichung  — berechnet 

oder  auch  den  Schuldrest  irgend  eines  Jahres  nach  der  Formel  cc)  < |l 

oder  ß)  auf  S.  55  unabhängig  ermittelt.  Hingegen  wäre  es  unrichtig,  i 

für  die  Kontrolle  des  Schuldrestes  die  Foi’mely^  (§  20)  anziiwenden, 
da  im  vorliegenden  Falle  im  letzten  Jahre  nicht  die  Annuität  a,  sondern 
ein  kleinerer  Betrag,  der  Schlußrate  genannt  werden  soll,  zur  Zahlung 
gelangt.  Unter  Berücksichtigung  dieses  Umstandes  wird  die  Gleichung, 

• welche  den  Wert  der  Leistungen  des  Gläubigers  und  des  Schuldners  ^ 
im  Zeitpunkte  der  Darlehensübergabe  zur  Darstellung  bringt,  lauten 


u • o.  u a li 

/v  ==  — 4-  4-  — -I r d ’ 


w'obei  i?  jenen  Betrag  vorstellt,  welchen  der  Schuldner  am  Schlüsse 
des  Jahres  an  Zinsen-  und  Kapitalstilgung  zu  zahlen  hat. 
Multipliziert  man  die  Gleichung  mit  r",  so  ergibt  sich 


= « (/•« 


— 1 


i.n  — 


• + 


r)  — li,  beziehungsweise 


A4*«  — a.TIIl|r~^=  30  000 .1-30226012  — 6000 . 5*71689166 
= 4766-45. 

Will  man  also  beispielsweise  den  Schuldrest  des  3.  Jahres  unter 
Berücksichtigung  der  noch  ausstehenden  Zahlungen  des  Schuldners 
berechnen,  dann  hat  man  zu  setzen 


K 


Ao=-4-~4-  — = 6000. 1-87266775 -f  4766*45 . 0-8762966  = 1 5 412*83. 

s r ‘ 7.2  1 ,.3  ' 

Diese  Ermittlung  des  Schuldrestes  setzt  die  Kenntnis  von  A 
voraus,  das  wiederum  erst  berechnet  werden  kann,  wenn  n bekannt 
ist.  Da  aber  diese  Größe  unter  den  von  vornherein  gegebenen  Daten 
nicht  vorkommt  und  sich  erst  aus  der  vollständigen  Durchrechnung 
des  Tilgungsplanes  ergeben  hat,  wird  man  in  erster  Linie  n ermitteln 
müssen.  In  dem  vorliegenden  Falle  kann  man  dies  (auf  die  S.  M 
angegebene  Weise)  mit  Hilfe  der  Tabelle  IV  tun  und  erhält  für 


T iv;v, 


30  000 
6000 


0. 


Diesen  Wert  findet  man  jedoch  in  der  Tabelle  IV  unter  dem 
Zinsfüße  4V2V0  nicht  verzeichnet,  wohl  aber 


4*389 


beim  Termin  5 und  5*157  . . . beim  Termin  6. 


Daraus  folgt,  daß  die  Annuität  von  6000  A^  zu  klein  ist.  um 
das  Darlehen  von  30.000  K in  5 Jahren  zu  tilgen,  denn  den  Quotienten 


hi 

- 

1^* 


• *• 


i 


I / 


■ I 
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4*389  . , . erhält  man  aus  (es  wäre  also  zur  Tilgung  in 

5 Jahren  eine  Annuität  von  6833*75  erforderlich),  anderseits  ergibt 
sich  aber,  daß  durch  eine  6malige  Entrichtung  von  6000  Ä"  ein  etwas 
größeres  Kapital,  nämlich  6000.5*15787248  = 30  947-24iT getilgt  würde. 

Da  also  wird  der  Schuldner  5mal  dies  Annuität  von  6000  A", 

< 6’ 

im  6.  Jahre  aber  einen  kleineren  Betrag  zu  zahlen  haben. 

Wäre  der  der  Kapitalstilgung  zugrunde  liegende  Zinsfuß  nicht 
in  der  Tabelle  enthalten,  dann  müßte  n aus  der  (ebenfalls  auf  S.  51 
angegebenen)  Formel 


n = Joy 


a 


a 


— K . i 


berechnet  werden.  Dieselbe  läßt  sich  noch  etwas  vereinfachen,  wenn 
man  die  Annuität  in  Prozenten  der  Darlehenssumme  ausdrückt  (in 
dem  in  Rede  stehenden  Beispiel  beträgt  die  Annuität  207o  des  Dar- 
lehens). Bezeichnen  wir  diesen  Prozentsatz,  der  natürlich  stets 
größer  sein  muß  als  der  in  Frage  kommende  Zinsfuß,  mit  a,  dann  ist 


diesen  Wert  in  die  vorstehende  Gleichung  eingesetzt,  ergibt  für 


n = log  - 


a 

Toü 


100  100 


; log  r = log 


a 


a 


P 


; log 


und  schließlich 


n 


log  cc  — log  {a  — log  20  — log  1 5‘5 , 


log  r 


log  1’045 


- 5-7909. 


Das  letzte  Ergebnis  besagt,  daß  das  Anlehen  von  30  000  iT  durch 
5'7909malige  Entrichtung  der  Annuität  von  6000  AT  getilgt  werden 
könnte,  was  natürlich  praktisch  undurchführbar  ist.  Wird  aber  unter 
dem  Resultate  nicht  die  Anzahl  der  Annuitäten  (diese  kann  nie  eine 
gebrochene  Zahl  sein),  sondern  die  Tilgungsdauer  verstanden,  dann 
hat  es  wohl  einen  Sinn,  dieselbe  mit  5'7909  Jahren  zu  fixieren. 

Da  man  von  einer  Annuitätentilgung  nur  innerhalb  ganzer  Ter- 
mine sprechen  kann,  hängt  es  lediglich  von  der  Vereinbarung  ab, 
wann  der  für  den  Jahresbruchteil  verbleibende  Schuldrest  abzustatten 
ist.  Nachdem  der  Fall  der  Entrichtung  am  Schlüsse  des  nächsten 
ganzen  Jahres  bereits  besprochen  wurde,  wollen  wir  nunmehr  an- 
nehmen, daß  die  Schlußrate  am  Ende  der  rechnungsmäßigen  Amor- 
tisatiousdauer  (also  am  285.  Tage  des  6.  Jahres)  beglichen  werde. 


/ 


1 


f 
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In  diesem  Falle  wird  der  Schuldner  natürlich  nicht  die  ganzjährigen^ 
sondern  die  Zinsen  für  0 7909  Jahre,  sohin 

4561-20  . l-045®'™ä  _ 4561  20  ==  161-58  K 

zu  zahlen  haben. 

Die  Folge  davon  ist,  daß  sich  äuch  R entsprechend  (in  K) 
ändert,  denn  nachdem  nunmehr  der  letzte  Zahlungstermin  verschoben 
ist,  werden  die  Leistungen  des  Schuldners  darzustellen  sein  durch 

30  000  = 6000  (^- + -o  + • • + j + 

woraus  sich  für 

R ^ l-045‘^  ™» . 3660  14  = 4722  78 

ergibt. 

Unter  dieser  Voraussetzung  wird  sich  der  Tilgungsplan  vom 
5.  Jahre  an  folgendermaßen  darstellen: 


Datum 

4Vi®/o  Zinsen 

Tilgungs- 

quote 

Schuldrest 

K 

h 

K 

h 

K 

^ ! 

1.  Juni  1924  ■ • 

1 

• 

464 

• 

79 

• 

5545 

21 

• 

4561 

♦ 

20 

16.  März  1926  . • 

161 

58 

4561 

20 

— 

Würden  für  die  letzten  285  Tage  nur  einfache  Zinsen  gerechnet, 
80  hätte  der  Schuldner  an  solchen 

45-612 . 4-5 . 0-7909  = 162-34, 

sohin  insgesamt  im  letzten  Jahre 

R‘‘  — 4723-54  K zu  bezahlen. 

Tilgungsplan  mit  gegebener  gebrochener  Amorti- 
• sationsdauer. 

Mittels  Konzessionsurkunde  vom  7.  Dezember  1901  wurde  der 
Aktiengesellschaft  ....  die  Ermächtigung  erteilt,  zum  Bau  der  Lokal- 
bahn J — T . . ein  Anlehen  von  2,928.400  K aufzunehmen  und  für  dessen 
40/oige  Verzinsung  und  Tilgung  für  die  Zeit  von  der  Betriebseröffnung 
bis  zum  Ablaufe  des  76.  Jahres  der  Konzessionsdauer  die  Staats- 
garantie gewährt,  so  zwar,  daß,  wenn  das  jährliche  Reinerträgnis  den 
garantierten  Betrag  nicht  erreichen  sollte,  das  Fehlende  von  der  Staats- 
verwaltung zu  ergänzen  ist. 


f 


^0 


I 
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Der  von  der  Staatsverwaltung  infolge  der  übernommenen  Garantie  eventuell 
zu  zahlende  Betrag  ist  lediglich  als  ein  verzinslicher  Vorschuß  zu  behandeln.  Wenn 
der  Reinertrag  der  Bahn  die  garantierte  Jahressumme  überschreitet,  so  ist  der 
diesfällige  Überschuß  sogleich  zur  Zurückzahlung  des  geleisteten  Vorschusses  samt 
Zinsen  an  die  Staatsverwaltung  bis  zur  gänzlichen  Tilgung  abzuführen. 

Das  Anlehen  wurde  am  24.  April  1903  gegen  die  Verpflichtung  be- 
geben, dasselbe  gegen  eine  Semesterverzinsung  vom  30.  Juni  1904 

angefangen  mittels  gleich  großer,  an  jedem  30.  Juni  und  31.  Dezember 
fälligen  Annuitäten  und  einer  am  6.  Dezember  1977  zu  entrichtenden 
Schlußrate  zurückzuzahlen.  Überdies  ist  jeweils  am  1.  Jänner  für  ein 
Jahr  im  vorhinein  Vs°/o  Regie  vom  jeweiligen  Schuldrest  zu  entrichten. 

Um  für  dieses  Anlehen  den  Tilgungsplan  aufstellen  zu  können, 
muß  zunächst  die  Amortisationsdauer  ermittelt  werden.  Dieselbe  be- 
ginnt, da  die  erste  Annuität  am  30.  Juni  1904  entrichtet  wird,  am 
1.  Jänner  1904  und  endet  am  6.  Dezember  1977,  umfaßt  also 
147-J®=147j|  Semester.  Bringen  wir  — wie  es  in  der  Regel  geschieht 
— für  den  Bruchteil  des  148.  Semesters  einfache  Zinsen  in  Anrech- 
nung  und  setzen  die  Schlußrate  proportional  der  Zeit,  also 

— :1,  so  daß  7:^  = — a,  dann  ist 
1 0 15 


K—  a 


V H h ^ + • • • H U 


1 

V 


.,.2 


1 1 1 

- — ‘ — . . c. 

■yjO  -y'.'O  /j»4  7 ^ 


13 


worin  (die  durch  - Termine  bei  27o  einfachen  Zinsen  diskontierte 

la 

Schlußrate) 


^ 100  _ 

100 -!A271!  “ 1 0-02  ■ ^ 


— - = 0-8519  a . 


Demnach  ist 


K = a 


i 1 


V 


31-42360589 


31-42360589 


• V ' >^»2  ' ’ < ^1* 


1 


beziehungsweise 


30-28658196 

2 928  400  = 47*32526«  und  a = 61  S78'16,  sohin 

7.  13 

= 53  627-74. 

1 5 

Will  man  auch  noch  ermitteln,  wieviel  von  dem  Restgliede  R 
auf  Zinsen  und  wieviel  auf  Kapitalstilgung  entfällt,  dann  braucht 
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man  nur  zu  erwägen,  daß  im  letzten  Halbjahr  der  Scbuldrest  des 
vorletzten  Semesters  und  überdies  die  Zinsen  dieses  Schuldrestes 
bis  zum  Zeitpunkte  seiner  Rückzahlung  zu  begleichen  sind. 

Demnach  ist 

ß = ^',47  -(-6'i47  • YÖf’  beziehungsweise  53627’74  =Äu7  (l  .,.qq) 

S^^■;  = 527 14-03. 

Von  dem  Restgliede  werden  somit  52  714'03  7\  zur  Tilgung  und 
913-71  K zur  Zinseuzahlung  verwendet. 

Bei  der  Aufstellung  des  Tilguugsplanes  wird  nunmehr  nur  noch 
darauf  zu  achten  sein,  daß  die  Rückzahlung  des  am  24.  April  1903 
aufgenommenen  Darlehens  erst  im  Jahre  1904  beginnt. 

Am  1.  Zahlungstermin  (30.  Juni  1903)  sind  für  67  Tage  die 
40/üigen  Zinsen  (21  800-31)  und  der  Regiebeitrag 


2 928  400 


1 

8ÖÖ 


67 

3^ 


681-2 


fällig;  überdies  ist  noch  der  auf  diese  Beträge  entfallende  Quittungs- 
stempel nach  Skala  II  (72-50)  zu  entrichten. 

Auf  diese  dem  Staate  zu  leistende  Gebühr  wird,  da  dieselbe  mit  dem  eigent- 
lichen Gang  der  Rechnung  nicht  zusammenhängt  und  in  der  Regel  einen  konstanten 
Betrag  ausmacht,  ebenso  wie  in  den  früheren  Aufgaben  auch  bei  den  folgenden 
Beispielen  keinerlei  Rücksicht  genommen. 

Die  Gesamtleistung  beläuft  sich  demnach  auf  22  oo4-07.  Am 
31.  Dezember  1903  sind  die  halbjährigen  Zinsen  und  der  Regiebeitrag 
für  die  Zeit  vom  1.  Juli  1903  bis  31.  Dezember  1904  (weil  Vorhinein- 
zahlung  bedungen),  sowie  die  entsprechende  Stempelgebühr  zu  zahlen. 
Die  dritte  Rate  besteht  aus  der  1.  Annuität,  wovon  58  568-—  auf  Zinsen 
und  3 310-16  auf  Kapitalstilgung  entfallen,  und  dem  Stempel;  ein 
Regiebeitrag  ist  diesmal  nicht  zu  entrichten,  da  derselbe  ganzjährig  zu 

leisten  ist.  . 

Es  wird  keinerlei  Schwierigkeiten  bereiten,  den  Tilgungsplan  m 

der  angegebenen  Weise  fortzusetzen.  Wir  wollen  daher  von  der  weiteren 

Entwicklung  absehen  und  unmittelbar  die  einzelnen  Werte  der  20.  Rate 

bestimmen.  Die  betreffende  (18.)  Tilgungsquote  erhält  man  aus 


(1 . 102'’  = 3310  16 . 1-40024142  = 4635  02, 

SO  daß  auf  Zinsen  57  243-14  entfallen. 

Der  Scbuldrest  beläuft  sich  auf 

= K + h,)  = 2,857.52 1-83 


und  der  Regiebeitrag  dementsprechend  auf  3 571-90. 

Der  Tilguiigsplan  stellt  sich  also  folgendermaßen  dar; 


4 
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1 - 
<s- 

Zahluags- 

termin 

40/0  Zinsen 
(2®/o  pro 
Semester) 

Tilgung 

Stand 

der  Kapitals- 
schuld 

Reg  e- 
beitrag 

Stempel 

Gesamt- 

erforder- 

nis 

K 

» 1 

K 

h 

K 

h 

K 

h 

K 

h 

K 

}\ 

1 

1 

30.  Juni  1903 

21.800 

31 

• 

2,928.400 

681 

26 

72 

50 

22.554 

07 

2 

81.  Dez.  1903 

58.568 

. 

2,928.400 

5.490 

75 

202 

50 

64.261 

25 

3 

30.  Juni  1904 

58.568 

— 

3.810 

16 

2,925.089 

84 

• 

* 

195 

62.073 

16 

4 

31  Dez.  1904 

58.501 

80 

3.376 

36 

2,921.713 

48 

3.652 

14 

205 

— 

66.735 

30 

30.  Juni  1905 

58  481 

27 

3.443 

89 

2,918.269 

59 

• 

• 

195 

62,073 

16 

20 

31.  Dez.  1912 

• 

57.243 

14 

• 

4.635 

02 

2,857.521 

83 

• 

3.57t 

90 

205 

65.655 

06 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

1 

• 

• 

§ 23. 

In  Obligationen  zerlegtes  Anlehen. 

Häufig  kommt  es  vor,  daß  das  Anlehen  in  eine  gewisse  Anzahl 
,'on  mit  fortlaufenden  Nummern  versehenen  Schuldverschreibungen 
Obligationen)  zerlegt  ist  und  die  Tilgung  in  der  Art  erfolgt,  daß 
mmer  zu  bestimmten  Verlosungsterminen  eine  Anzahl  dieser  Obli- 
gationen, sei  es  nun  zum  Nominalwert  oder  mit  einem  anderen 
ietrag  eingelöst  wird,  die  noch  nicht  gezogenen  Stücke  aber  bis 
;ur  Einlösung  entsprechend  verzinst  werden. 

Zunächst  wollen  w'ir  den  Fall  einer  Verlosung  zum  Nominalwerte 

ns  Auge  fassen. 

Ist  das  Anlehen  K in  Z Obligationen  ä N Kronen  zerlegt,  so 
vverden,  wenn  man  die  Anzahl  der  in  den  einzelnen  Jahren  eingelösten 
Schuldverschreibungen  mit  O^,  O2,  O3,  . . . 0„  bezeichnet,  von  der 

Annuität  des  ersten  Jahres  K als  Zinsen  und  für  die  Kapitals- 
tilgung Oi.N  Verwendung  finden.  Im  2.  Jahre*  sind  an  Zinsen  nur 

mehr  (K—  Oj  N)-^  zu  entrichten,  für  die  Tilgung  verbleiben  sohin 
O2  .V  usf. 

Man  kann  also  die  Annuitäten  der  einzelnen  Jahre  in  folgender 
Weise  in  ihre  Bestandteile  zerlegen: 


7J 

Erfordernis  der  1.  Ziehung  a ==  

, , 2.  , a = (Ä  — Ol  N)  -p  Ü-.  A . 

^ ,3.  , a = {K  — OiN—  O2  N)  4 

, 4.  , a = {K-0lN-02^-0,N) 


1) 

2) 


a . . 3) 


, 3. 

, i. 


• • 4 
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Subtrahiert  man  nun  jede  folgende  von  der  vorhergehenden 
Gleichung,  so  erhält  man 


o=o..v(i+-A-)-o,a' 

0 = (4A’(l  + i)-O..V ß) 


0=03A^(^1-4 


Aus  Gleichung  a)  folgt  0^  — Oi . r 

ß)  „ O3  O2 . r == 

y)  r O4  = O3 . r = 0,  . 

und  bei  fortgesetzter  Entwicklung 


O,  .r  .7 


n — I 


Es  ergibt  sich  also  die  Anzahl  der  in  irgend  einem,  z,  B.  dem 
Jahre,  einzulösenden  Obligationen  aus  der  unmittelbar  vorangehenden  durch 
einfache  Aufzinsung  und  aus  der  im  ersten  Jahre  eingeVösten  Stückzahl, 
wenn  man  diese  mit  r^~'-  multipliziert. 

Für  Z=  Ol  4-  O2  + O3  -| \-0„  kann  man  nun  schreiben 

= 0i4-  0i.r+0ir*4----+  Ol 

= Ol  [1  4-TIII«"-'],  so  daß 

2, 

^ 1 4-Tm‘,"-'’ 

Ein  Anlehen  von  200  000  K,  geteilt  in  1000  Obligationen  ä 200  Ä', 
soll  bei  4%iger  Verzinsung  durch  8 immer  am  Jahresschlüsse  statt- 
findende Verlosungen  mittels  Annuitäten  getilgt  werden. 

Nach  der  vorstehenden  Formel  wird  sich  die  Anzahl  der  in  den 
einzelnen  Jahren  einzulösenden  Obligationen  darstellen  als 


0,  = 108-53 

‘ 14-TIIIi’  9-21422626 

02  =Oi  ,r=  108-5278.1-04  :=  112-87 

03  =Oi  108-5278 . 1-0816  = 117-38 

04= =122-08 

0,  = =126-96 


= 108-53  (108-5278) 


ü,= 

0,= 


= 122-08 
= 126-96 
= 132-04 
= 137-32 
142-82 

1000-— 


Nachdem  es  praktisch  unmöglich  ist,  Bruchteile  von  Obligationen 
einzulösen,  müssen  die  rechnungsmäßigen  Werte  auf  ganze  Stücke 
entsprechend  abgerundet  werden,  so  daß  sich  der  folgende  Tilgungs- 
plan ergibt: 


Tilgungspläne. 


^ c 


I 


4®'o  Zinsen 

Ein- 

zulös. 

Obliga- 

tionen 

Kapilalstilgung 

Schuldr 

A" 

h 

A-  I 

h 

A' 

1 ! 

80U0 

1 

1 

109  ' 

21.800 

— 

178.200 

*y 

7128 

— 

113  ' 

22.600 

— 

155.600 

, > 

6224 

1 

■ 

117 

23.400 

— 

132.200 

4 

5288 

122 

24.400 

— 

107.800 

5 

4312 

— 

127 

25.400 

— 1 

82.400 

6 

> 3296 

— 

132 

26.400 

— 

56.000 

j 2240 

1 

137 

27.400 

28.600 

8 

1 1144 

— 

143 

28.600 

— 

• 

1 

' i 

1000 

1 200.000 

— 

Jährliches 

Erfordernis 


29.ÖOO 

29.728 

29.624 

29.688 

29.712 

29.696 

29.640 

29.744 


Das  jährliche,  für  Verzinsung  und  Kapitalstilgung  nötige  Er- 
fordernis ist,  wie  man  sieht,  nicht,  wie  bei  den  früheren  Tilgungs- 
] lünen  gleich  groß,  sondern  schwankt  zwischen  29.624  und  29.800  K, 
Der  Grund  hiefür  liegt  in  dem  Umstande,  anstatt  der  rechnungs- 
iLiißigen  Anzahl  von  Obligationen  nur  ganze  Stücke  einlösen  zu 
können. 

Der  Tilgungsplan  kann  aber  auch  derart  aufgestellt  werden, 
laß  man  anstatt  der  einzulösenden  Obligationen  die  Annuität  er- 
mittelt, so  daß  sich  die  ersteren  dann  von  selbst  aus  dem  Gang  der 
Rechnung  ergeben.  Da  die  Teilung  des  Anlehens  in  Schuldverschrei- 
)ungen  auf  die  zu  dessen  Tilgung,  beziehungsweise  Verzinsung  er- 
orderliche  rechnungsmäßige  Annuität  ohne  Einfluß  sein  muß  (man. 
tann  sich  das  Anlehen  in  auf  Heller  lautende  Obligationen  zerlegt 
lenken),  wird  sich  die  letztere  wieder  nach  der  Formel  bestimmen 

K 200  000 


a 


TlVj,“  6-762744S7 


= 29  705  566  K. 


Von  der  Annuität  des  1.  Jahres  werden  SOOOiC  an  Zinsen  be- 
lötigt  und  der  Rest  pro  2ll0o-b7  K ist  zur  Tilgung  verfügbar;  mit 
diesem  Betrage  können  108  Schuldverschreibungen  k 200  K eingelöst 
^verden,  so  daß,  da  hiefür  nur  21  600  K erforderlich  sind,  105  57  K 
Iteine  Verwendung  finden  und  am  Schlüsse  des  1.  Jahres  ein  um 
diesen  Betrag  größerer  Schuldrest  verbleibt,  als  wenn  die  ganze- 
Annuität  verbraucht  worden  wäre.  Nachdem  aber  der  Schuldrest 
mit  47o  zu  verzinsen  ist,  müßten  die  Zinsen  für  die  105-57  K von 
der  Annuität  des  2.  Jahres  bestritten  werden.  Um  jedoch  diese  nicht 
unrechtmäßig  zu  kürzen,  denkt  man  sich  den  im  1.  Jahre  übrig  ge- 
bliebenen Rest  während  des  2.  Jahres  nicht  mehr  im  Besitze  de» 
Schuldners,  sondern  auf  4"/o  Zinsen  angelegt.  Am  Schlüsse  des  Jahres 


1 
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Wird  dieser  Rest  samt  den  Zinsen  zu  der  2.  Annuität  hinzugegeben, 
so  daß  im  2.  Jahre  nicht  nur  die  rechnungsmäßige  Annuität  von 
29  705*566,  sondern  auch  noch  jener  Betrag  zur  Verfügung  steht, 
welcher  zur  Verzinsung  und  Tilgung  (4*22  105*57)  des  Restes  aus 

dem  Vorjahre  erforderlich  ist.  Von  dem  Gesamtbeträge  pro  29  815'35 
werden  im  2.  Jahre  7 136iv  an  Zinsen  verbraucht  (178  400 . 0*04)  und 
22  679*35  zur  Tilgung  verfügbar  sein;  damit  können  113  Obligationen 
eingelöst  werden,  so  daß  ein  nicht  verwendeter  Rest  von  79*35  ver- 
bleibt, der  zuzüglich  der  4®/oigen  Zinsen  (3*17)  und  der  rechnungs- 
mäßigen Annuität  einen  Gesamtbetrag  von  29  788*09  ergibt,  welcher 
zur  Verzinsung  und  Tilgung  im  3.  Jahre  zur  Verfügung  steht. 

Der  Tilgungsplan  wird  sich  dann  folgendermaßen  darstellen* 
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Zur  TU- 

Ein- 

' ^ ^ 

40/0 

i H t 

Zinsen 

gung^  ver- 

zulös. 
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K i h 

tionen 

tilgang 

K I h 


, , , Nicht  ver- 
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rest  — , 

Rest 

K h\\  K h 


4®/o  des 
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-I-  verzin- 
ster Rest 

K I h 


8.000  — 21.705  57  108 

7.136  — 22  679  35  113 

6.232  — 23.556  09  117 

5.296  — 24.571  89  122 

4.320  — 25.664  34  127 

3.304  — 26.572  48  132 

2.248  — 27.636  95  138 


21.600  — 178.400 

22.600  — 156.800' 


105  57il 


22!  29.815  3 


79  36  3 17  29.788109’ 


23.400  — 132.400  - 156  01 

24.400  — 108.000  — 171  81 


6 24  29.867  89. 

6 88  29.884  34 


25.400  — 82.600j—  164  34  6 57  29.876  48 

26.400  - 56.2U0  - 172  48  6 90  29.884  95 

27.600  — 28.600  — 36  95  1 48  29.7441—' 


8 1.144  — 28.600  - 143  28.600  — 

I lUüO  2 00.0ÜÜI  — 


Ein  Vergleich  beider  Darstellungen  zeigt,  daß  nach  der  ersteren 
im  1.  Jahre  um  1 Obligation  mehr,  dafür  aber  bei  der  7.  Ziehung 
um  1 Stück  weniger  als  nach  der  2.  Darstellung  zur  Einlösung  ge- 
langt. Der  für  die  Praxis  ja  belanglose  Unterschied  ist  darin  be- 
gründet, daß  das  rechnungsmäßige  Oj  = 108-53  auf  109  abgerundet 
und  daher  gleich  im  1.  Jahre  ein  um  94-43Ä'  größerer  Betrag  als 
die  Annuität  in  Anspruch  genommen  wurde. 

In  analoger  Weise  hätte  man  vorzugehen,  wenn  beispielsweise 
ein  in  Obligationen  zerlegtes  (^Prfonfäfs^-Anlehen  in  einer  gebrochenen 
Amortisationsdauer  zu  tilgen  wäre. 

Man  würde  sich  zunächst  auf  die  auf  S.  60  besprochene  Art  die 
rechnungsmäßige  Annuität  und  hieraus  die  1.  Tilgungsquote  be- 
stimmen; aus  dieser  sodann  (mittels  Division  durch  den  Nominal- 
betrag A’)  den  Wert  Oj  (auf  genügend  viele  Dezimalstellen)  und 
hieraus  nach  der  Formel 

0^=  0,  .r*'-’ 

Ludwig,  rolitisclie  Arithmetik,  i.  Ami.  - 


♦4» 


Tilgungspläne. 


# 


die  Werte  ög,  Os,  ...  . bis  On-i  und  0„  dadurch  ermitteln,  daß 
man  in  gleicher  Weise  wie  im  § 22  das  Restglied  sowie  den  von 
di(  sem  auf  Kapitalstilgung  entfallenden  Teil  berechnet  und  den 
let  deren  dui’ch  N dividiert.  Hat  man  sich  noch  davon  überzeugt, 
da  i die  Summe  der  rechnungsmäßigen  Oi,  . . . 0„  die  Gesamt- 
zal.l  aller  emittierten  Obligationen  ergibt,  wird  man  diese  Werte 
sei  ließlich  auf  Ganze  abrunden. 


Tilgungsplau  bei  ganzjähriger  Ziehung  und  halbjähriger 

Verzinsung. 

Welche  Änderung  erfährt  der  im  vorstehenden  Paragraph 
au  gestellte  Tilgungsplau,  wenn  die  Einlösung  der  Obligationen 
ganzjährig,  die  Verzinsung  aber  halbjährig  zu  27o  erfolgt? 

Zerlegt  man  sich  auch  hier  das  jährliche  Erfordernis  in  den 
zu  • Zinszahlung  und  den  für  die  Einlösung  der  Schuldverschreibungen 
er  orderlichen  Betrag,  so  hat  man  darauf  zu  achten,  daß  diese 
Za  alungen  zu  verschiedenen  Terminen  zu  leisten,  aber  auf  denselben 
Zeitpunkt  zu  diskontieren  sind.  Bezieht  man  die  an  den  ungeraden 
Semestern  (1,  3,  5 . . .)  fälligen  Zinszahlungen  auf  den  Zeitpunkt 
de  r ein  Semester  später  stattfindenden  Ziehung,  so  werden  sich  die 
ei  izelnen  Jahreserfordernisse  folgendermaßen  darstellen: 

im  1.  Jahr: 

1.'  V )f .1  V \ \ Tr  I f, 


n V 

*)  ^ bedeutet  den  Seinesterzinsfuß, 


sohin  die  Zinsen  für  das  erste 


Se  uester,  welche  noch  durch  ein  Semester  zu  verzinsen  sind,  da  wir  annehmen, 
da  i die  Zinsen  des  1.  erst  am  Schlüsse  des  2.  Semesters  (bei  der  Ziehung)  aus- 
betahll  werden. 

**)  Zinsen  für  das  2.  Semester. 


Dekursive  Verzinsung. 


Setzt  man  — h f- — ) — und  subtrahiert  die  2.  von  der 

^ 100^V200y 

1.  und  die  3.  von  der  2.  Gleichung,  dann  folgt 


0 = Ul  N -\-  Ol  N ,i'  — O2  ^ . . • . 

0 = O2  Ä"  -f-  O2  iV . r — Os  y . . . . 

und  aus  «)  . . . O2  — O,  (1  i) 

, „ /?)...  O3  = O2  (1  + i')=^Oi  (1  4-  i)-, 

sohin,  wenn  1 -j-  = a, 

Z = Ol  (1  + a -f  «“  -1 j-  ß")  und  schließlich 


^ ß — 1 0-0404 

Oi^Z-^^ 7-  = 1000  — 


= 108-374. 


Es  zeigt  sich  also  in  der  Anzahl  der  im  1.  Jahre  zur  Einlösung 
gelangenden  Obligationen  gegenüber  dem  früheren  Weide  (108-528) 
eine  kleine  Abweichung,  welche  sich  natürlich  auch  auf  die  folgenden 
Werte  O^,  Os  usf.  übertragen  wird.  Der  Grund  dafür  liegt  darin,  daß 
jetzt  anstatt  mit  ?’  = l-04  mit  ß = 1 -|- 0-04  4- 0-0004  = 1-0404,  also 
mit  dem  einer  27oigeu  Seinesterverzinsung  entsprechenden  kon- 
‘ formen  Jahreszinsfuß  (siehe  S.  17)  zu  rechnen  ist. 

Die  für  den  praktischen  Gebrauch  abgerundeten  Werte  der  Oj, 
C>2,  . . . stimmen  jedoch  mit  dem  auf  S.  6 5 aufgestellten  Tilgungsplan 
völlig  überein,  so  daß  die  halbjährige  Verzinsung  im  Gegensätze  zur 
ganzjährigen  für  den  Besitzer  der  Obligationen  wohl  einen  kleinen 
Vorteil  bedeutet  (weil  er  nicht  4,  sondern  tatsächlich  4-04®/q  Zinsen 
erhält),  im  Tilgungsplan  selbst  aber  so  gut  wie  gar  keine  Änderung 
herbeiführt. 


§ 25. 

Obligationenanlehen  mit  verschiedenen  Appoints. 

Ein  Anlehen  von  1,300.000  K ist  in  <500  Obligationen  ä lOOO  K 
und  1400  Obligationen  ä 500  K geteilt  und  soll  bei  3Ysi%iger  Ver- 
zinsung durch  10  jeweils  am  Jahresschlüsse  sattfindende  Ziehungen 
bei  Einlösung  der  Obligationen  zum  Nennwerte  getilgt  werden. 

Da  vorausgesetzt  wird,  daß  die  Schuldverschreibungen  beider 
Appoints  gleichzeitig  und  nicht  zuerst  die  der  einen  und  dann  erst 
jene  der  anderen  Gruppe  zur  Einlösung  gelangen,  so  kann  man  sich 
die  Aufgabe  aus  zwei  Tilgungsplänen  der  im  § 23  besprochenen  Art 
zusammengesetzt  denken. 

Bezeichnen  wir  die  Anzahl  der  in  den  einzelnen  Ziehungen  zu 

amortisierenden  Obligationen  der  ersten  Kategorie  mit  Oj,  

und  jene  der  2.  Gruppe  mit  Oj,  O2,  — Oio,  so  erhält  man 

600  = Ol  [1  T Illav,],  beziehungsweise  1400  = Oj  [l  -j-  T IIR^J 


Tilgungspläne 


51-1448 


11*73139316 


b 3ziehung3weise 


1400 


119*3379 


11*73139316 


Nach  der  Formel  = O 
gsnden  Werte: 

Ul  — 51-14 
Og  =52-94 

03  =54*79 

04  = 56'70 

05  =58*69 
Og  = 60*74 

= 62*87 
6.^  =65*07 
09  = 67*35 
= 69*71 


ergeben  sich  dann  die  fol 


Das  bei  der  Einittierung  des  Anleheiis  zwischen 

dl  r Obligationen  beider  Appoints  bestehende  Verhältnis 

is , auch  bei  den  einzelnen  Ziehungen  aufrecht  erhalten. 

Die  vorstehenden  rechnungsmäßigen  Werte  sind 
sf  rechend  abzurunden,  so  daß  sich  der  folgende  Tilgungsj 


Einzulösende 

Obligationen 


Kapitals 

tilgung 


J ährliches 
Erfordernis 


Schuldrest 


Ermitteln  wir  noch  die  rechnungsmäßige  Annuität 

K 1 300  000 

« = ^ 156  313-78. 


Dekursive  Verzinsung.  69 

SO  sehen  wir,  daß  die  Differenz  zwischen  dieser  und  dem  kleinsten, 
beziehungsweise  größten  jährlichen  Erfordernis  546,  beziehungsweise 
^12  K ausmacht. 

§ 26. 

Einlösung  der  Obligationen  zu  einem  anderen  als  dem 

Nennwerte. 

Werden  die  Schuldverschreibungen  nicht  zum  Nennwerte  N, 
sondern  mit  dem  größeren  oder  kleineren  Betrage  E eingelöst,  so 
beträgt,  wenn  die  frühere  Bezeichnungsweise  aufrecht  bleibt,  das 
Erfordernis  am  Schlüsse 


des  1.  Jahres  a = 


K-!^-\-0,.E 1) 

100^ 

{K-0,N)^-^0,E 2) 

^K-0,E-0,N)-:^^0,E 3) 

< 00 


des  {n — 1)*^®“  Jahres  a = (K  — O^  N — OoN  — 


des  rJ®“  Jahres 


7,-1) 

a = {K-OyN—O^N—.... 

+ n) 


Subtrahiert  man  wieder  jede  folgende  von  der  früheren  Gleichung, 
so  erhält  man 

Q^O^.E-{-0,N-^ O.E a) 

I I 1 JQQ  2 / 

beziehungsweise  0 = Og  £ -j-  O2  ^ — O^E h) 


0 ^ E 


Aus  Gleichung  a)  folgt  nun 


aus  Gleichung  h) 


, und  aus  Gleichung  m) 


N p 1 


Tilgungspläne. 


Bezeichnen  wir  den  Ausdruck 

. A’  (' 

’-i-  £ ' loo“'' 

S(  resultiert  schließlich  0.,  — (J^ . a 

O3  = 6»j . a-  oder  allgemein 
0„  ^ Ol . ß»  - 1 

Ol  läßt  sich  wieder  aus  der  Gleichung  bestimmen: 


Z - Ol  -j-  O2  -j-  0^  -}- 
und  ergibt  sich  als 


+ = 0,(1  ß + «2  _j 1)  = 


0,  = Z. 


ß"  — 1 


Ein  in  2000  Obligationen  ä 200  K geteiltes  Anlehen  von 
4(  0.000  K soll  bei  ö^/oiger  Verzinsung  durch  6 je^yeils  am  Jahres- 
st hlusse  stattfindende  Ziehungen  derart  getilgt  werden,  daß  jede 
Si  huldverschreibung  mit  210  A'  eingelöst  wird. 

Für  diesen  Fall  ist 

, 200  3 

ß=l-' -=  1-0285714, 

210  100 


s<  hin 


Ol  = 2000  • 


0-0285714 

1-02857146- 


57-1428 

ÖT84T49 


310-308 


hieraus  ergibt  sich 


0,  = 310-31  = 310 

02  = 319-17  = 319 

03  = 328-29  - 328 

r^  = 337-67  = 338 
0„  = 347-3-2  = 348 
06  = 357-24  = 357 

Der  Tilgungsplan  wird  sich  wie  folgt  darstellen: 
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Dekursive  Verzinsung.  * ^ 

Da  jede  Obligation  zu  einem  um  5%  höheren  Betrag  als  dem 
Nennwerte  eingelöst  wird,  muß  natürlich  auch  die  Summe  aller 
Tilgungsquoten  um  5%  größer  als  das  Anlehen,  sohin  420.000  K sein. 

Wollte  man  auch  hier  die  Annuität  bestimmen  — trotzdem 
dieselbe  für  die  Aufstellung  des  Tilgungsplanes  nicht  benötigt  wird  — 
so  könnte  man  dies  zunächst  etwa  mit  Hilfe  der  Gleichung  1)  tun; 
es  ergibt  sich  dann: 

a = 400  000 . 0-03  + 310-308 . 210  = 77  164-68  K. 

Man  gelangt  aber  zu  demselben  Resultat  auch  durch  folgende 
Erwägung:  Es  ist  gleichgiltig,  ob  ein  Anlehen  von  400.000  K in 
6 Jahren  zu  3%  verzinst  und  mit  420  000  K eingelöst  oder  aber  ein 
Anlehen  von  420  000  K in  6 Jahren  zu  26/;0.^*)  verzinst  und  zum 
Nennwerte  eingelöst  wird.  Hiefür  besteht  die  Gleichung 

420  000  = a -T  V-„2»4y:.7  + 1-02857  . . .•) 

und  hieraus  folgt  ebenfalls  a = 77  164'68  K. 


1 

h 1-02857  ...6 


S 27. 

Tilgung  mittels  steigender  (fallender)  Annuitäten. 

Es  soll  nun  der  Fall  erörtert  wei'den,  daß  die  vom  Schuldner 
in  den  einzelnen  Terminen  zu  leistenden  Zahlungen  nicht,  wie  bisher, 
gleich  groß  (=«)  sind,  sondern  stetig  um  einen  bestimmten  Betrag 
zu-,  beziehungsweise  abnehmen,  sohin  eine  arithmetische  Eeihe  von 
der  Form  bilden 

«,  a-j-d,**)  a-r  2d',  usf. 

Setzen  wir  die  Barwerte  der  Leistungen  von  Gläubiger  und 
Schuldner  einander  gleich,  so  folgt 

rt  « -j-  d a + 2 d , a — 1 ) d 


= « ( 

V V T‘ 


r"  y r V r 


— 1 
— 1 


Der  Wert  des  2.  Klammerausdruckes  wurde  bereits  auf  Seite  40 
ermittelt;  sohin  ergibt  sich 

1 \ , ü 1 fr'  — l 

« (^7  -r  ,.3  + - • - -r  ) -r  - i ) V ^ _ 7 

- <•  - Tiv?  + <>-"  - T «T  - ”) = » - T ''’!■"  - ä 

und  « = [k  - ' ^ (t  I VJ’  : )] : T IVJ-, 


r r«J 


und  a — K - 


T - 

P y» 


: T IVf\ 

p 


X K Zinsen  geben  100  A", 
wenn  210  A' ' 6 A'  Zinsen  liefern  ? 

X = 2'V7- 

**)  Bei  abnehmenden  Zahlungen  ist  anstatt  ö natürlich  — ü'  zu  setzen. 


Tilgungspläne. 


Für  (5  = 0 geht  diese  Gleichung  über  in  a = 


T iv;“ 


Ist  die  erste  Zahlung  (a)  gegeben  und  muß  die  jeweilige 
Zi beziehungsweise  Abnahme  (d)  berechnet  werden,  dann  erhält 
min  dafür 

p (K—aTIVl;') 

n ^ 


d = 


100  .(  T IVj,"  — 


Ein  Anlehen  von  50  000  K ist  bei  4'>/„iger  dek.  Verzinsung  in 
5 fahren  derart  zu  tilgen,  daß  die  erstjährige  Zahlung  6 000  A'  beträgt. 
Es  ist  also  K = 50  000,  a = 6 000,  p = 4,  n = 5 und 

4 (50  000  — 6 000. 4-45182233) 


100  (4-45182233  - 5.0-82192711) 


= : -2  722-38. 


Der  Tilgungsplan  lautet  demnach: 
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Ein  Anleihen  von  300  000  K soll  bei  2*^  Semesterverzinsung 
dumh  40  Halbjahresraten,  deren  jede  folgende  um  300  K kleiner  ist 
als  die  vorhergehende,  getilgt  werden.  Wie  groß  ist  die  erste  Zahlung? 

Dieselbe  wird  sich  aus  der  Gleichung  bestimmen  lassen: 

100.  (—300) 

a=  300  000 ^ (27-35547924  — 40.0-45289042)  : 

27-355479-24  = 16  033  28. 

Die  im  letzten  Semester  zu  leistende  Zahlung  wird  sich  nunmehr 
mi:  Hilfe  der  das  vd®  Glied  einer  arithmetischen  Reihe  (mit  der 
Di  ferenz  0)  darstellenden  Formel 

««  = «!  + («  — 1)0  ergeben  als 
(i4„=  16  033-28  — 300 . 39  = 4333-28. 

\\  äre  jetzt  für  dieses  Beispiel  etwa  der  Tilgungsplan  hinsichtlich 
dei  letzten  5 Semester  aufzustellen,  so  wird  man  sich  nur  den  Schuld- 
reit am  Schlüsse  des  35.  Semesters  und  die  36.  Zahlung  ermitteln 
br  . liehen,  alle  übrigen  Daten  ergeben  sich  von  selbst. 


Dekursive  Verzinsung 


Stellen  wir  den  Schuldrest  als  Barii'ert  aller  noch  ausstehenden 
Leistungen  des  Schuldners  dar,  so  ist 

V <^*3«  I ^^36  ^ I ölSfi  -p  2 Ü flgfi  -f-  3 (5  Ugg  -p  4 ö 


Diese  Gleichung  ist  ganz  analog  gebildet  wie  die  auf  S 
läßt  sich  daher  folgendermaßen  schreiben: 

..  , 100  ü /„  5 \ 


un  ist  036  — 16  033-28  — 300.35  = 5533-28,  sohin 
3 308'80,  demnach  der  Tilgungsplan: 


Es  ist  unschwer  einzusehen,  daß  ö keineswegs  ganz  beliebig 
gewählt  werden  darf.  Die  Grundgleichung  für  a auf  S.  71  kann 
man  — auf  den  vorliegenden  Fall  angew^endet  — auch  schreiben: 


TIV..  T1\T 

a = 10  966-724  -f  16-88851  d. 

Setzt  man  anderseits  die  im  letzten  Jahre  noch  zu  leistende 
Zahlung  mit  mindestens  1 K fest,  so  ist  für  — d 

«10  = 1 = a — 39  d,  beziehungsweise 
a = 1 2f  39  d. 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  resultiert  nun  der  Maximalwert 

d = 495-9288, 

d.  h.  der  Betrag,  um  welchen  die  Jahreszahlungen  des  Schuldners 
ab  nehmen  dürfen,  darf  bei  dem  vorstehenden  Beispiel  sich  auf 
höchstens  495-93  K belaufen. 
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Antizipative  Verzinsung 


Tilgungspläne, 


Unter  diese  Gruppe  von  Aufgaben 
dargestellte  Fall  der  Kapitalsrückzahlung 
g ungsquoten. 

§ 28. 

Kapitalstilgung  mittels  Vorhi 

Würde  bedungen,  daß  das  Schuld! 
j ;doch  stets  im  vorhinein  zu  entrichtend 
(.  ann  wäre  die  Leistung  und  Gegehleisti 


b)  Bei  antizipativer  Verzinsung 


1 ^ T 

Ks  ist  der  Tilgungsplan  für  die  Rückzahlung  eines  Kapitales 
\ on  100.000  K durch  6 gleich  große,  jährliche  Vorhinein- Annuitäten 
1 ei  4"  „iger  dekursiver  Verzinsung  aufzustellen. 

100000  


5-45182233 


SchiiUlrest 


Tilgungsquote 


47,1  Zinsen 


Hieraus  ergibt  sich 


,u  Anfang  des  nebenstehenden  Jahres 


Da  zu  Anfang  des  1.  Jahres  noch  keinerlei  Zinsen  la 
:ann  die  ganze  Annuität  in  diesem  Jahre  zur  Kapitalstilg 
vegs  aber  als  erste  Tilgungsquote  in  der  Formel  t„  — 
vendet  werden;  der  regelmäßige  Verlauf  der  Amortisa 
leginnt,  wie  zu  sehen,  erst  vom  2.  Jahre  an. 

Vergleiche  diese  Darstellung  mit  dem  analogen  TilgungspU 
linein-Annuitäten  auf  S.  53. 

Eine  weitere  Besprechung  dieses  Falles  kann  unte 
5ich  derselbe  auch  in  die  Rückzahlung  eines  Kapitales  von 

/ 81  657*51  _ 

lurch  5 N achh  in  ein -Annuitäten  ir  i ^ 


des  1.  Termines  a 


führen  läßt  / K 


Durch  Subtraktion  der  einzelnen  Gleichungen  erhält  man 


K 1 

h 

K 1 

h 

!'  18  342 

I 

41> 

81.657 

51 

' 15  076 

19 

(>6.581  ! 

32 

! 15.6T9 

24 

50.902 

08 

1 16.306  , 

41 

3 1.595 

67 

16.958 

66 

17.637 

01 

i 17,637 

1 

01 

— 

— 

luO.ÜÜO 

1 

— 

7( 


Tilgungspläne. 


7t 


0 = ti  — oder  f< 

1 - 1 . 


0 t.>  ^3  -j—  ^3  - t-> 

d I d JOO  ^ ^ 


I 


1 — 


7t 

l'OO 


= fl.Q 


L 


= fo.Q  = t 


1 — 


7t 

liÜj 


.O^ 


1 • V 


oder  allgemein 


t „ 1 1,.  I . ^ ti  . o 


»— 1 


Nun  ist  A'=  -|-  ^3  "T  ^ 


= t 


so  daß  ti  = 


h Q 
K 


T lll;r'  * 


Ein  am  1.  Juli  1920  aufgenommenes  Hypothekardarlehen  von 
7;. 000  K soll  bei  4*^  ^iger  antizipativer  Verzinsung  durch  9 gleich 
g]  oße  Jahres-Annuitäten  getilgt  werden,  deren  erste  am  1.  Juli  1921 
fällig  ist.  Wie  lautet  der  Tilgungsplan? 

Um  denselben  aufstellen  zu  können,  benötigt  man  zunächst  die 
T Igungsquote  des  1.  Jahres;  diese  ist 


. — 


75  000 


5 000 


T uv; 


(8 


10*65533843 


= 7038-7253. 


Aus  diesem  Werte  lassen  sich  dann  durch  einfache  Multiplikation 
mit  p die  folgenden  Ti]gungs([uoten  berechnen.  Für  die  Kontrolle 
w.rd  es  sich  empfehlen,  auch  die  Annuität  zu  ermitteln,  denn  die 
T Igungsquote  irgend  eines  Jahres  und  die  für  das  nächste  Jahr 
V' »rausbezahlten  Zinsen  müssen  zusammen  die  Annuität  geben. 


a = 


75  000 


75  000 
7*686^^01 


= 9757*177. 


Die  Zinsen  für  das  l.  Jahr  im  Betrage  von  3000  K müssen  am 
Anfänge  desselben  gezahlt  werden.  Durch  Entrichtung  der  ersten 
Annuität  (am  Schlüsse  des  1.  Jahres)  werden  7038*73  A (=fi)  zurück- 
gizahlt,  so  daß  für  das  2.  Jahr  nur  mehr  die  Vorhinein- 


> 


Antizipative  Verzinsung. 


77 


Datum 

4®/o  Zinseu 

Tilgungsquote  • 

il 

Schuldre^t 

K 

h 

Il  K 

N 

1 

K 

i k 

1.  Juli  1920 

3000 

— ! 

I 

i 

' 75.000 

— 

1-  « 

1921 

2718 

45 

7 038 

73 

j 

j 67.961 

27 

1. 

1922 

2425 

17 

7 332 

: 01 

1 

! 60.629 

26 

1.  „ 

1923 

2119 

' r>7 

7.637 

51  1 

1 52  991 

75 

1.  „ 

1924 

1801 

44 

7.955 

74 

j 45.036 

01 

1-  „ 

1925 

1469 

95 

: <38* 

23 

1 36.748 

78 

1-  „ 

1926 

1124 

65 

8.632 

53 

1 

. 28.116 

25 

1 

1927 

764 

96 

8.992 

09  I 

--  1 

19.124 

03 

1.  . 

1928 

390 

29 

9.366 

89 

9.757 

14 

1 

ü4  l 

1-  . 

1929 

— 

— 

9.757 

14}  ! 

— 

1 ' 

75.000 

— 

i 

Der  Schuldrest  irgend  eines  Jahres  läßt  sich  — ebenso  wie  bei 
der  dekursiven  Verzinsung  — z.  B.  entweder  als  Differenz  zwischen 
dem  ursprünglichen  Kapitale  und  den  bisher  gezahlten  Tilgungsquoten 
oder  als  ßarwert  der  noch  ausstehenden  Zahlungen  des  Schuldners 
darstellen.  Es  ist  also  beispielsweise 

S5  = A'-  (q  + t,  + ^3  t,)  -=  K - q [T  --  T 111(^1 

oder  auch 


s^=s^.— 
^ 100 


a a a 
r ~r  lo  + 


02 


9 


3 


a 

-»4 


hieraus  ergibt  sich 

"V  100/  Q \ p-i  pV 

und  schließlich 

‘"'o  -1-  T IV/j  = 36  748  807. 

Die  geringfügige  Differenz  zwischen  diesem  Resultat  und  dem  im  Tilgungs- 
plan enthaltenen  Schuldrest  ist  ebenfalls  auf  die  durch  den  praktischen  Gebrauch 
bedingte  Abrundung  der  rechnungsmäßigen  Annuität  zurückzuführen. 


•1  ' 


I 


P? 


I ^ 


Z nsen  von  67  961*27  7v,  das  sind  2718*45  K zu  zahlen  sind;  dieser 
Betrag  vermehrt  um  ti  ist  die  Annuität  des  1.  Jahres.  Mit  der 
2.  Annuität  werden  7332*01  K getilgt,  so  daß  nur  mehr  60  629*26  K 
zu  verzinsen  bleiben;  usf. 

Der  Grund,  weshalb  im  letzten  Jahre  eine  um  4 h geringere 
als  in  den  Vorjahren  entrichtete  Annuität  zur  Tilgung  des  letzten 
S :huldrestes  ausreichen  würde,  liegt  darin,  daß  die  rechnungsmäßige 
Aanuität  nicht,  wie  durchwegs  angenommen  wurde,  9757*18,  sondern 
9 '57*177  K beträgt 


§ 30. 

Tilgungsplan  mit  gegebener  runder  Annuität 

Es  ist  der  Tilgungsplau  für  ein  am  1.  April  1920  aufgenommenes 
und  durch  gleich  große  Jahresannuitäteii  ä 25.000  A^zu  amortisierendes 
Darlehen  von  100.000  K bei  3p'o%iger  antizipativer  Verzinsung  auf- 
zustelleu. 

Die  Tilgungsquote  des  1.  Jahres  ergibt  sich  aus  der  Gleichung 


Äntizipative  Verzinsung 


Tilgungspläne 


(t,  somit 


Die  gegebenen  Werte  eingesetzt,  erhält  man 

= (25  000  — 3500)  - 1*03626943  = 22  279*793. 

Nunmehr  ist  es  ein  Leichtes,  die  folgenden  Tilgungsquoten  zu 
rrmitteln  und  den  Plan  aufzustellen. 


K — a)  Q — (tj  Q 

ap,  somit  allgemein 


Schul  drest 


Tilgungsquote 


= — aTIlP. 

Die  Schlußrate  B,  also  jener  Betrag,  welcher  am  Ende  des  letzten 
Jahres  zu  entrichten  ist,  bestimmt  sich  aus  der  Gleichung 


beziehungsweise 


5914  08. 

Die  Bestimmung  der  Schlußrate  hat  zur  Voraussetzung,  daß 
man  den  Zeitpunkt  ihrer  Entrichtung  kennt;  infolge  dessen  muß  man 
— wenn  nicht,  wie  im  vorstehenden  Beispiele,  schon  der  Tilgungs 
plan  vorliegt  und  man  denselben  nur  auf  seine  Richtigkeit  prüfen 
_ vorerst  die  Amortisationsdauer  bestimmen.  Unter  der  An- 
nahme, daß  auch  im  letzten  Jahre  die  Annuität  a gezahlt  wird,  ist 

= a [1  + T oder 


Für  die  Ermittlung  des  Schuldrestes  können  verschiedene 
llethoden  in  Betracht  kommen;  zunächst  die  bisher  zumeist  ver- 
’ , 'endete  Art  der  Bestimmung  der  Differenz  zwischen  Darlehenssumme 
i.nd  den  bereits  gezahlten  Tilgungsquoten: 

»S', ^ A'-  q (1  + ? + 9“  + • • • + 9"- ')• 

Wird  in  diese  Gleichung  der  für  oben  abgeleitete  Wert  ein- 
l esetzt.  SD  erhält  man 


setzt  man  in  diese  Gleichung  die  gegebenen  Werte  ein,  so  erhält  man 


a\  denn 


sondern 


*)  Unter  Benützung  dieser  Formel  läßt  sich  irgendeine  Tilgungsquote  auch 

, / K .n\ 

i erechnen  als  = U'  — _ . C”* 


1 

Datum 

8Vi®/o  Zinsen 

K 

h 

Tiigungspläne 


Dieser  Wert  ist  zwar  in  Tabelle  IV3.5  nicht  verzeichnet  — sohin 
i it  das  n keine  ganze,  sondern  eine  Dezimalzahl  — wohl  aber 

2*794  . . . beim  Termin  3 
und  3*662  . . . „ „ 4. 

Demnach  liegt  n — 1 zwischen  3 und  4 

i nd  n , 4 „ 5. 


c,  h.  5 Zahlungen  ä 25  000 /v  sind  zur  Amortisation  nicht  erforderlich, 
£ber  durch  4 solche  Zahlungen  ist  das  Darlehen  noch  nicht  getilgt; 
sahin  wird  man  4 Annuitäten  ä 25  000  Ä und  eine  kleinere  Schluß- 
iite  zu  entrichten  haben. 

Handelt  es  sich  um  einen  Zinsfuß,  welcher  in  der  Tabelle  nicht 
^erzeichnet  ist.  dann  muß  n aus  der  Gleichung  berechnet  werden: 


ind  da  sich  die  Annuität  in  Prozenten  des  Darlehens  ausdrücken 


ind  schließlich  , ? , v 

. loa  a — loq  (a  — tt) 

fjfl  \L 'Ji . 

loyQ 

Diese  Formel  unterscheidet  sich  von  der  auf  S.  5 8 abgeleiteten 
rur  dadurch,  daß  anstatt  der  dekursiven  die  antizipative  Verzinsung 
z im  Ausdrucke  gelangt. 

Für  die  vorstehende  Aufgabe  ist 

loq  25  — loq  21*5 


loy  1*03626943 


§ 31. 

la  Obligationen  geteiltes  Anlehen;  Einlösung  zum  Nennw^ er te. 

Ist  das  Anlehen  K in  Z Obligationen  k N Kronen  geteilt,  so 
V erden,  wenn  die  Anzahl  der  in  den  einzelnen  Jahren  gezogenen 


Antizipative  Verzinsung.  0I 

Schuldverschreibungen  Oj,  0^,  ist  und  die  Einlösung  der- 

selben zum  Nennwerte  erfolgt,  die  nachstehenden  Gleichungen  bestehen: 


a=OiN-\-{K—OiN) 


100 


man 


a = a .V  -1-  (Ä'  - 0,  .V  - 0,  N) 
a=03N^{K-0,N—0,N-0sN)-^  usf. 
Subtrahiert  man  wieder  die  Gleichungen  voneinander,  so  erhält 

0=O,A’-O,iV+O,.V^  = O,-O,(l-^).  . .«) 
0 = O,A'-O,iV+O..V^  = O,-O,(l-^)  . . .« 


Aus  a)  folgt  . 


Ä . • 


sohin  allgemein 


Nun  ist 


Ü„  = On-l  .Q—  Oi.Q’'-K 
Ol  + O2  -j-  O3  -| (-  0„  = Z,  folglich  auch 


Z _ (1  -j-  9 -f  _j [_  p-  1)  1 + T III 

Ein  in  2000  Obligationen  ä 500  K zerlegtes,  am  1.  Mai  ly^O 
emittiertes  Anlehen  von  1,000.000  K soll  durch  7 jeweils  am  1.  Mai 
stattfindende  Ziehungen  vom  Jahre  1921  an  bei  372“/oiger  Verzinsung 
p.  a.  und  Einlösung  der  Schuldverschreibungen  zum  Nominalwert 
getilgt  werden. 

Z 2000 

l-f-TIIIsf-,  ~~  7-80940623  ^ 


= 256-1014. 


Hieraus  erhält  man  sukzessive 


C'i  = 256  10  und  abgerundet  256 

(>2  = 265-39  , , 265 

03  = 275-01  , , 275 

0.1  = 284-99  , , 285 

05  = 295-33  , , 296 

Oo  = 306-04  , , 306 

0,  = 317-14  , , 317 

Bringt  man  gleichzeitig  die  Verwendung  des  von  der  rechnungs- 
mäßigen Annuität  per 

Ludwig,  Tolitische  Ariihmelik.  I.  Aufl.  ^ 


4 


Tilgungspläne 


Antizipative  Verzinsung 


Aus  Gleiehuner 


6-30640552 


i 1 den  einzelnen  Ziehungen  nicht  verbrauchten  Restes  zur  Darstellung, 
■\robei  hervorzuhebeu  ist,  daß  dieser  Betrag  mit  3V2%  antizipativ  ver- 
5 inst  werden  muß,  so  ergibt  sich  folgender  Tilgungsplan: 


Setzt  man  nun  den  Ausdruck 


Verfügbar 
im  nächsten 
Jahre. 


Aufge- 

zinster 

Best 


Tilgung 


Datum 


158.568  93 

( 

158.619  6sj 
158.814  66| 
158.822  4G. 
158.817  59 
168.480  94 
^ 158.499|9G! 

I ! 

Differenz  04 


SO  ergibt  sich  schließlich 

0^  = Ol , ßj  0^  = O2  * ß = Ol , ß 

Oj  folgt  aus  der  Gleichung 

Z—  Ol  O2  -\ r On  = Ol  (1  ß -f- \-  ß 


oder  allgemein 


für  den  Tilgungsplan  nicht 
unbedingt  erforderlich. 


Die  geringfügige  Differenz  von  4ä  rührt  daher,  daß  von  der  rechnungs 
t läßigen  Annuität  0*4  h konsequent  vernachlässigt  wurden. 


im  vorhergehenden  Paragraph  besprochene  Fall  vorliegen. 

Nach  den  vorstehenden  Erläuterungen  wird  es  nicht  schwer 
sein,  ein  konkretes  Beispiel  durchzurechnen,  weshalb  hier  davon 
Umgang  genommen  wird. 


\T6K 
Zinsen 
pro  auf- 
rechtes 
Stück 

Gesamt- 

erfordemis 

Von  der 
verfvig- 
buren 
Annuität 
nicht  ver-; 
braucht  | 

K 1 h 

K h 

Ä'  h !! 

Sind  die  Obligationen  nicht  mit  dem  Nennwerte  N,  sondern  mit 
einem  anderen  Betrage  einzulösen,  dann  wird  sich  das  Erfordernis 
cer  einzelnen  Jahre  folgendermaßen  darstellen: 

i n i.  Jahre  a=  Oi  E-\-  {K  — Oi  N) 

, 2.  „ a = 0,E-}-{K-0,N-0,N)-^ 

, 3.  a=03i^+(7.’-0,iV-0,iV-03  A)-J-  usf. 

Durch  Subtraktion  der  einzelnen  Gleichungen  erhält  man 


7t 

— 0.  — 

0»  1 

fl— 

TT 

100 

Wi 

L/2  1 

V E 

100 

7t 

— fi  

Oo  ( 

^ N 

1 

7t 

100 

1^2 

^8  \ 

^ E 

100  , 

• « m f 


Vergl.  S.  69. 


§ 33. 

Kapitalstilgung  mittels  Vorhinein- A nnuitäten. 

ln  welcher  Weise  ändert  sich  der-  im  § 29  zur  Darstellung  ge- 
brachte Tilgungsplan,  wenn  die  Annuitäten  nicht  im  nachhinein,  sondern 
im  vorhinein  entrichtet  werden? 

In  diesem  Falle  sind  die  Zinsen  für  das  laufende  Jahr  stets  in 
der  Annuität  desselben  Jahres  enthalten;  es  sind  daher  auch  im 
1.  Jahre  außer  der  Annuität  keinerlei  Zinsen  zu  entrichten,  so  daß 


und 


» + J + ;=  + -'  + ^ = <-(i  + - + -i-r 

K 

a = — -- 

1 


p"-‘ 


Diese  Formel  ist  mit  der  auf  S.  75  abgeleiteten  vollkommen 
identisch,  so  daß  es  für  die  Größe  der  Annuität  ganz  irrelevant  ist. 

6"= 


--- 


8 1 Lotterieanlehen. 


0 3 dieselbe  im  vorhinein  oder  im  nachhinein  entrichtet  wird.  Darum 
e 'fährt  auch  der  Tilgungsplan  nur  insoferne  eine  Änderung,  als  die 
2inszahlung  des  1.  Jahres  per  3000  Ä"  entfällt  und  alle  übrigen 
2 iffern  um  eine  Zeile  nach  aufwärts  verschoben  werden,  denn  die 
e'ste  Annuität  ist  am  1.  Juli  1920  und  die  letzte  am  1.  Juli  1923 
f illig. 

c)  Lotterieanlehen. 

§ 34. 

Losspe  rrgesetz. 

Das  Gesetz  vom  28.  März  1889  (sogenanntes  Lossjjerrgesetz)  be- 
s immt  im  § 1 : „Schuldverschreibungen  mit  Prämien,  in  welchen  allen 
C läubigern  oder  einem  Teile  derselben  außer  der  Zahlung  der  ver- 
s ihriebenen  Geldsumme  eine  Prämie  dergestalt  zugesichert  wird,  daß 
durch  Auslosung  oder  durch  eine  andere  Art  der  Ermittlung  die  zu 
prämiierenden  Schuldverschreibungen  und  die  Höhe  der  ihnen  zu- 
f .llenden  Prämien  bestimmt  werden  sollen,  dürfen  nur  auf  Grund 
e ines  Gesetzes  und  nur  zu  Zwecken  des  Staates  ausgegeben 
V erden”. 


Mit  dieser  gesetzlichen  Bestimmung  ist  einerseits  die  Definition 

V 3n  Lotterie-  oder  Prämien- Anlehen  gegeben  und  anderseits  normiert, 
d iß  die  Ausgabe  von  solchen  Anlehen  privaten  Unternehmungen  seit 

mehr  als  30  Jahren  gänzlich  untersagt  ist;  aber  auch  der  Staat  hat  in 
d 3r  Zwischenzeit  von  dem  sich  vorbehaltenen  Rechte  keinen  Gebrauch 

g3macht  und  kein  derartiges  Anlehen  begeben.  — Wenn  nun  auch 
n.it  Rücksicht  darauf  die  Zahl  der  gegenwärtig  noch  im  Verkehr 
befindlichen  Lose  alljährlich  rapid  abnimmt,  so  ist  eine  — wenn 
aich  möglichst  kurz  gefaßte  — Darstellung  der  bei  der  Begebung 
s lieber  Anlehen  in  Betracht  kommenden  rechnerischen  Probleme 
doch  unerläßlich. 

Vorerst  sei  noch  auf  den  Unterschied  zwischen  den  in  den 
§ 5 2 6 und  32  besprochenen  Kapitalstilgungen  einerseits  und  den 
I otterieanlehen  anderseits  verwiesen.  Während  bei  den  ersteren  der 
größere  Einlösungsbetrag  (Amortisationszuschlag)  jeder  Schuldver- 
s jhreibung  zugute  kommt,  entfällt  bei  den  Prämienanlehen  nur  auf 
e nzelne  Lose  ein  „Treßer”,  wogegen  die  übrigen  nur  mit  dem  Nenn- 

V ert  oder  einem  unwesentlich  höheren  Betrag  („kleinste  Treffer") 
e ngelöst  werden. 

Je  nachdem  die  Lose  bis  zu  ihrer  Ziehung  Zinsen  tragen  oder 
r icht,  unterscheidet  man  verzinsliche  und  unverzinsliche  Lotterieanlehen. 


Lotterieanlehen  85 

§ 35. 

Unverzinsliche  Lotterieanlehen. 

Ein  Anlehen  von  K Kronen  wäre  in  Z Lose  ä N Kronen  ge- 
teilt und  durch  n Ziehungen  derart  zu  tilgen,  daß  aus  der  jährlichen 
Annuität  a eine  engbegrenzte,  gleichbleibende  Anzahl  von  Losen  (L) 
mit  größeren  Treffern  dotiert,  die  übrigen  Lose  aber  mit  Beträgen 
eingelöst  werden,  welche  den  Nominalwert  entweder  gar  nicht  oder 
nur  unwesentlich  übersteigen. 

Bezeichnen  wir  die  in  den  einzelnen  Ziehungen  auf  die  L 
größeren  Treffer  entfallenden  Summen  mit  Jj,  T^,  die  Zahl 

der  übrigen  jeweils  gezogenen  Lose  mit  l^,  L,  Zs,...?,,  und  die  Be- 
träge, mit  welchen  jedes  derselben  eingelöst  wird,  mit  t^, . . .tn, 
dann  ist  das  Erfordernis 

der  1.  Ziehung  a=  1\  -|-  ( t^ 

«2.  „ a=  P.^  Zg  ^2 

n 3.  „ a = / 3 -(-  Z3  ^3 


a = Tn  -r  Z« . t„. 


Nehmen  wir  nnn  an,  daß  die  auf  die  größeren  Treffer  ent- 
fallenden Beträge  in  Form  einer  arithmetischen  Progression  ansteigen, 

n 1 CO 

T,  = r,  ^2  = 2’  + d,  T3  = T2  + d = 2 J usf., 

dann  gehen  die  vorstehenden  Gleichungen  über  in 

a=Tß  l,  ( 
a = T -j-  d -4-  Zo  f» 
a=T-\-2d-(-l3ts 


a ■ — T -j-  — 1 ) d Z„ . Zh 


und  es  ist 


h Z'.  — d Z.,  ^2  — 2 d -j-  Z3  Z3  — ...  — {n  — 1)  d -|—  Z„ . f„  oder 

^ Zi  Zj  j Zj  Zj  d j Zj  Zj  2 d 

^ ~ ~ T,’  ^ ~ ~z^  z7 

I = hh  _ 


Da  die  Summe  aller  mit  kleinsten  Treffern  gezogenen  Lose 

Z — n.L  = z natürlich  auch  z = Zi  -j-  Z,  -j-  Z3  4- Z„ 

ist,  so  folgt  nunmehr 


. n — 1 


Lotterieaniehen 


Lotterieanlehen 


2046*7  und  abgerundet  2047 


1989 


Verlosungsplan 


\ ,nd  schließlich 


Gesamt- 
erfordernis 
(inkl,  33  000  K 
für  größere 
Treffer) 


Hiefür  nötig 


Anzahl 


9 900  Nieten 
+ 40  größere  Treffer 
lu  OÜO  Lose 


Will  man  sich  darüber  informieren,  bei  welcher  Verzinsung 
durch  ein  gleich  großes  Jahreserfordernis  das  Kapital  von  2 000  000  K 
in  5 Jahren  getilgt  werden  könnte,  so  hat  man,  wenn  Nachhinein- 
Annuitäten  und  dekursive  Verzinsung  in  Betracht  kämen,  nur  die 
Gleichung 


sohin 


nach  ]j  aufzulösen.  Es  ist 

2 000  000 

TIV?  = ~-=:4'399. 

’ 454  600*) 

Dieser  Wert  ist  zwar  in  Tabelle  IV  nicht  verzeichnet,  kommt 
aber  jenem  von  4 3899  . . . sehr  nahe,  so  daß  die  fragliche  Ver- 
zinsung nicht  ganz  47^%  betragen  würde. 

Wollte  man  beispielsweise  nur  eine  40/oige  Verzinsung  zuge- 

. u ••  j ■ u • * • f 2 UOO  000 

Stehen,  so  wurde  sich  eine  Annuität  auf  a = - = 449  254  K 

4-45182233 

belaufen,  so  daß  nach  Abzug  des  Erfordernisses  für  die 

Nieten  per 421  600  , 

nvr 27  654  X 

für  größere  Treffer  verfügbar  wären. 


Die  Anzahl  der  Nieten,  das  sind  jene  Lose,  auf  welche  kein 
rreffer  entfällt,  in  den  folgenden  Jahren  ergibt  sich  mit 


*)  GesamtertorderDis  des  1.  Jahres;  jenes  der  folgenden  Jahre  differiert  un 
wesentlich  davon. 


V 


^ «CW.  - 


Lotterieanlehen 


Nunmehr  wollen  wir  die  Bedingungen  bezüglich  der  Tilgung 
c es  vorstehenden  Anlehens  dahin  modifizieren,  daß  die  auf  die 
größeren  Treffer  entfallende  Summe  in  der  l.  Ziehung  35  000  K 
(L  Treffer  ä 20  000  K,  2 ä 5000  und  5 ä 1000  Ä')  betrage  und  jährlich 
i m 1000  K (zugunsten  des  größten  Treffers)  zunehme,  alle  übrigen 
Lose  aber  mit  210  iT  eingelöst  werden. 

Es  ist  dann  d = 1000  und  « = 210,  demnach  gemäß  Spezialfall  2) 

9960  , 4 


] ieraus  ergibt  sich 


2001-524  — 4-762  = 1996  762 


1987-238 


ind  demgemäß  der  folgende  Tilgungsplan 


Anzahl  dor 
Nieten 


größeren 

Treffer 


Nieten 


9 960  Nieten 
40  Treffer 


Untersuchen  wir  auch  hier,  welcher  Verzinsung  diese  Kapitals 
tilgung  entspricht,  so  ist  zu  ermitteln 


" 455  320*) 

und  dieser  Wert  entspricht  fast  genau  einem  Zinsfuß  von  4V2% 


*)  Durchschnittliches  jährliches  Gesamterfordernis 


Lottei’ieanlehen. 


§ 36. 


Verzinsliche  Lotterieanlehen. 

Ein  in  25  000  Lose  ä 100  iv  geteiltes  Anlehen  von  2 500  000  A' 
soll  durch  8 jährliche  Ziehungen  derart  getilgt  werden,  daß  die  Lose 
bis  zu  ihrer  Ziehung  mit  2%  P-  a.  verzinst  und  alljährlich  43.000  A' 
für  die  Dotierung  von  5 Treffern  (1  Treffer  ä 25  000  A,  1 ä 15  000 
und  3 ä 1000  A")  verwendet,  die  übrigen  Lose  aber  zum  Nominal- 
betrag eingelöst  werden. 

Die  Aufgabe  ist  offenbar  mit  der  bereits  § 23  besprochenen 
Art  der  Kapitalsrückzahlung  identisch,  nur  werden  außer  dem  nor- 
malen rechnungsmäßigen  Erfordernis  noch  alljährlich  43  000  K für 
Treffer  benötigt. 

Die  Aufstellung  des  Tilgungsplanes  wird  daher  keine  Schwierig- 
keiten verursachen,  wenn  man  vorerst  die  Anzahl  der  bei  den  ein- 
zelnen Ziehungen  zur  Tilgung  gelangenden  Lose  bestimmt.  Es  ist 

O  = 2912-745 

I+TIII2’  8-58296905 

Dui-ch  sukzessive  Aufzinsung  (um  2%)  und  Abrundung  ergibt  sich 

01  = 2 913,  sohin  Nieten  2 908 

02  = 2 971,  „ , 2 966 

03  = 3 030,  „ „ 3 025 

Ol  = 3 091,  , „ 3 086 

O5  = 315  3,  „ „ 3148 

Oß  = 3216,  „ „ 3211 

Oi  = 3 280,  „ „ 3 275 

08  = 3 346,  „ „ 3 341 


25  000 


24  960 


Der  Tilgungsplan  lautet  demnach; 


||  AuzalU 
ji  der 
'aufreciitei 
Lose  vor 
I der 
Ziehung 


2K  Zinsen 
per  auf-  z^hl 

rechtes  Los  der  Nieten 


Erfordernis  für  die 


Nieten 


Treffer 


Gresamt- 

erfordernis 

(einschließi. 

Zinsen) 


25  000 
22  087 
19  116 
16  086 
12  995 


6 626 
3 346 


50  000 


9 842  : 19  684 


6 692 


2 908  |l  290  800  — 43  000  — 383  800  — 


44  174  — 2 966  ji  296  600  — 43  000  —I  383  774  — 

38  232  — 3 025  ! 302  500  — 43  000  — ^ 383  732  — 


32  172  — 3 086  ; 308  600  — 43  000 


383  772 


25  990  —I  3 148  ll  314  800  — 43  000  —1  383  790 


3 211  : 321  100 


13  252  -1  3 275  H 327  500 


3 341 


43  000  ~j  383  784  — 
43  000  —1!  383  752  — 


334  100  — 43  000  ~i  383  792  1 — 


24  960 


I 


. i 
1 ; 


• ■ I 
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Konvertierung. 


Das  jährliche  Erfordernis  entspricht  einer  Verzinsung  von  etwa^j 
über  47*«  0- 

dj  Konvertierung,  Rentabilität  und  Kurse  von  Anlefien. 

^ 37. 

Konvertierung  von  Anlelsen. 

Wenn  nach  Einittierung  eines  Anlehens  die  Rückzahlungs- 
bediuguugen,  beziehungsweise  bei  einem  nicht  amortisablen  Staats- 
anlehen  der  Zinsfuß  geändert  wird,  spricht  man  von  einer  Konver- 
tiiTuny  des  Aidchens. 

Nehmen  wir  an,  bei  einem  gegen  2^^/o^g^  dekursive  Verzinsung 
und  Rückzahlung  in  n gleich  großen  Jahresannuitäten  begebenen 
Anlehen  K werde  nach  Entrichtung  der  /A«®  Annuität  der  Zinsfuß 
auf  g«/o  herabgesetzt.  In  welcher  Weise  wird  hiedurch  die  Amor- 
tisierung,  beziehungsweise  der  Tilgungsplan  beeinflußt? 

Wenn  den  Schuldrest  nach  Entrichtung  der  Annuität, 
d die  nach  der  Ziusfußreduktion  zu  bezahlende  Annuität  und 


r-=  ^ 


q 

bedeutet,  daun  ist 


a . a 


-J ^ 

^ yn-k 

beziehuncrßweise  auch 


a 


1 yU  k 


V _L_  _! 

“ “t"  ”1 T' 


(I 


1 ‘ |.n  — k 


= a . T K 

'I 


demnach 


= a und  a =a_  

P 'I  rj.  jy;. 

■/ 

Nun  ist 

T “*<:  T sohin  auch  a da. 

Nehmen  wir  nunmehr  an,  daß  auch  nach  erfolgter  Zinsfuß- 
ermäßigung die  Annuität  a entrichtet  wird,  dann  ist 


beziehungsweise 


r*  t U-  . U 

— 1 — 

' * y7l  — 

“ + + 

^ r * T'  r^ 


V 


Nachdem  jeder  einzelne  Summand  der  2.  Reihe  (wegen  des 
kleineren  Nenners)  größer  ist  als  der  darüberstehende  der  ersten, 
die  Summen  Sk  beider  Reihen  jedoch  gleich  sind,  folgt,  daß  in  der 
2.  Reihe  eine  geringere  Anzahl  von  Gliedern  enthalten  sein  muß 


Konvertierung. 
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als  in  der  ersten  oder 


X <71  — k. 


Es  hängt  also  yanz  von  dem  Übeo'eiukommen  ab,  oh  bei  der  Kon- 
veidicruny  an  der  urspi'ünglichen  Amortisationsdauer  festyehalten  7md 
eine  kleinere  Änmdtüt  hedunyen  oder  die  von  Anfany  an  entrichtete  An- 
nnität  beibehalten  und  die  Tilyunyszeit  verkürzt  ivird. 

Ein  gegen  474%'g6  dekursive  Verzinsung  durch  40  gleich  große 
Jahresannuitäten  zu  tilgendes  Anlehen  von  500  000  K soll  nach 
15  Jahren  auf  einen  3^4 “/eigen  Zinsfuß  konvertiert  werden. 

Nehmen  wir  zunächst  an,  es  bliebe  die  Amortisationsdauer 
aufrecht,  dann  ist,  da 


a 


Tjl(ir  = 2"09  1949, 

4'/. 

15-21733627 


a'=  26  209-1949  • 


16-04320396 


= 24  860-005. 


Der  Schuldner  hat  also  während  der  letzten  25  Jahre  n-ur  eine 
Annuität  von  24  860-01  K anstatt  26  209'20  K zu  entrichten. 

Eine  Probe  bezüglich  der  Richtigkeit  besteht  darin,  daß  man 
untersucht,  ob  der  im  Zeitpunkte  der  Konvertierung  vorhandene 
Schuldrest  durch  die  neue  Annuität  tatsächlich  getilgt  wird.  Dies- 
bezüglich ist 

K 


»Si5  - — K — ti  [1 


T IV [\\]  -K-- 


T III 


(5T  [1  + T III^,;. 


T III''^« 

_ jfv 


TIID» 


I-  T 1117" 


:i  = 348  434-61, 


anderseits  aber  auch 

d T iv^'*'"*'=  24  860  005 . 16  0432039 6 = 398  834- 12. 

'i 

Nunmehr  wollen  wir  ermitteln,  in  welcher  Zeit  das  Anlehen, 
beziehungsweise  der  vorstehende  Schuldrest  unter  Beibehaltung 
der  ursprünglichen  Annuität  getilgt  wird.  Da 

Nt  = a . T IV^"  ~ 7 aber  auch  N/,  — a . T IV 
ist  tiv;7  = tiv^'‘-* 
oder  TIV^f^^==TIV7"^  = 15-2173...,  somit 

In  ganz  ähnlicher  Weise  *at  man  vorzugehen,  wenn  eine  anti- 

zipative  Verzinsung  in  Frage  kommt. 

Ein  gegen  25  Annuitäten  bei  4«/oiger  antizipativer  Verzinsung 
zu  tilgendes  Anlehen  von  30  000  Jl  wird  nach  Entrichtung  der 
6.  Annuität  auf  3V»“/o  konvertiert. 


! 

I 


% 


•1 

.di 


r ^ 


9? 


Anlehenskurse. 


1 

i 

} 

I 

V * 

i 

' 

f 

f 

f 


I 

I 

f 


J 


k 


a = — 
1 - 


Gemäß  S.  75  ist 

= 1876-163  und  = a [1  + T ] = 25  308-54, 

demnach  25  308'54  = a'  [1  4~  T IV und  a — 1801'07, 
beziehungsweise  25  308'54  = a[l  + T ; hieraus  folgt 

25  308*54 


3 5 


1876*16 


1 = 12-49. 


Nun  entspricht  11*97  . . . Termin  16 
und  12*52  ...  „ 17, 


demnach  ist  x — 1 


16  ^ >17 

17  ‘“clS 


§ 38. 

Rentabilität  und  Anlehenskurse. 
aj  Kiu-sermittlung  bei  gegebener  R.en  tabilität. 

Es  ist  unmittelbar  ersichtlich,  daß  eine  in  der  Gleiehuno 

O 

+ 

vorgenommene  Änderung  von  r (des  Zinsfußes)  bei  gleichbleibendem 
a und  71  hinsichtlich  des  Wertes  IC  eine  Änderung  in  entgegen- 
gesetztem Sinne  zur  Folge  hat.  Wenn  demnach  der  Gläubiger  aus 
dem  Darlehensgeschäfte  eine  bessere  Verzinsung  erzielen  will,  als 
im  Schuldschein  bedungen  ist  — also  r größer  wird  — , dann  muß 
er  dem  Schuldner  nicht  den  Nennwert  IC,  sondern  einen  geringeren 
Betrag  effektiv  zuzählen. 

Kann  beispielsweise  durch  die  Annuität  von  4497-06  IC  in  15  Jahren 
bei  4^^  oig^r  Verzinsung  ein  Anlehen  von  50  000  JC  getilgt  werden,  so 
wird  der  Gläubiger  eine  ^^/i%ige  Verzinsung  dann  erzielen,  wenn 
er  für  das  tilgungsplanmäßig  mit  zu  verzinsende  und  in  15  Jahren 
zu  amortisierende  Darlehen  von  50  000  K nur 


a . T IV<V^  = 4497-06 . 10*92652265  = 49  137*17  K 
effektiv  ausfolgt. 

In  diesem  Falle  hat  der  Geldgeber  das  Darlehen  nicht  zum 
Nennwerte  (alpari),  sondern  zu  einem  Emissioifskurs  6"  übernommen, 
welcher  sich  allgemein  aus  folgender  Überlegung  ergibt; 

Für  den  Nennwert  N wei^den  effektiv  gezahlt  E 
< « . 100  , „ „ c. 


Es  ist  dann 


— — y-’  beziehungsweise  E=-r-^  und  N= 


100 


c 


1 


Rentabilität 


Für  das  obige  Beispiel  folgt 

4 913  717 

C= — - - = 98-27. 

50  000 

Die  russische  Staatsanleihe  vom  Jahre  1906  im  Nominalbeträge 
von  2 133  000  000  K wurde  zum  Kurse  von  88  begeben.  Der  effektive 
Erlös  betrug  daher 


2 133  000  000.88 
100 


1 877  040  000  A'. 


Ein  40/oig  dekursiv  zu  verzinsendes  Anlehen  ist  durch  eine 
5V2”/oige  Annuität  zu  tilgen.  Welcher  Begebungskurs  würde  einer 
■f */2‘’/(>igeQ  Rentabilität  entsprechen? 

Um  diese  Frage  zu  beantworten,  ist  es  notwendig,  den  Barwert 
aller  Leistungen  des  Schuldners  bei  4 i/./'/ßiger  Verzinsung  zu  ermitteln. 
Aus  der  Gleichung- 


folgt  für  T1V^”=18‘18 
und  für 


100  = 5-5.  T IV” 

4 


<34- 


Es  besteht  demnach  auch  die  Gleichung 

JR 


100  = 5-5TlV^^^-f 


1-04=* 


und  aus  dieser  ergibt  sich  eine  Restzahlung  von  0-713,  so  daß  ein 
Begebungskurs  von 

_ . 0-713 


C = 5 5 T IV® + 93-785 

resultiert.  Ein  Näherungswert  ergibt  sich,  wenn  man  die  Restzahlung 
unberücksichtigt  läßt  und  nur  entweder  mit  33  oder  34  gleich  großen 
Annuitäten  ä 5 5 rechnet. 

Für  ?i  = 33  wäre  dann  C =93-63 
und  für  /t  = 34  wäre  dann  C^'=  94-86. 

Handelt  es  sich  nicht  um  eine  Annuitätentilgung,  sondern  um 
eine  Rückzahlung  zu  einem  festen  Termin,  dann  hat  man  ebenfalls 
den  Barwert  der  Leistungen  des  Schuldners  zum  Rentabilitätssatze 
zu  bestimmen. 

Ein  nach  25  Jahren  fälliges,  mit  4%  zu  verzinsendes  Kapital 
soll  effektiv  4‘/,o/|,  tragen.  Welche  Zuzählungsgeh'dhr  müßte  vom 
Schuldner  entrichtet  werden? 

Damit  der  Gläubiger  eine  4i'4%ige  Verzinsung  erzielt,  hätte  er 
für  je  100  K Nominale  effektiv  nur  auszufolgen 

Die  Zuzählungsgebühr  beträgt  demnach  3-81“  0. 


( 


Anlehenakurse. 


Rentabilität. 


Ein  Darlehen  von  100  000  K ist  bei  einer  2%igen  antizipativen 
Semesterverzinsung  durch  50  Annuitäten  zu  tilgen.  Bei  welchem  Be- 
gebungskurs würde  a)  eine  2Vi°'oige  antizipative,  b)  eine  2V4'’/oige 
dekursive  Verzinsung  erzielt  werden? 

Hier  ist  in  beiden  Fällen  zwischen  nachschüssiger  und  vor- 
schüssiger  Annuitätenentrichtung  zu  unterscheiden. 
ad  a)  Da 

“ “ F^-^TTV^  = 3 145  49, 


ergibt  sich  ein  effektiv  zu  leistender  Betrag 
bei  der  Nachhineinentrichtung  von 

2000*) -f  3 145-49  ,TIV15^^,  ==  94  855-40, 

demnach  ein  Kurs  6’=94'86  und 
bei  der  Vorhineinentrichtung  von 

K=  3 145-49  1 1 +TIV(f]  = 94  992-?4, 

demnach  ein  Kurs  C=  94-99. 

ad  h)  Bei  Nachhineinannuität  ist 

0 = 2 = 3-14549  .TlVi®?  , , **)==  95-84, 

2V4  dek.  ' ^ 


bei  Vorhineinannuität  ist 


C=  3-14549  [1  +TIV(f^^^^]***)  = 95-96. 

Ein  20/oig  antizipativ  zu  verzinsendes  Anlehen  ist  durch  eine 
3'/2°'oige  Semesterannuität  zu  tilgen.  Welcher  Begebungskurs  ent- 
spricht einer  2Vi“/oigeti  antizipativen  Verzinsung? 

Gleichwie  bei  der  analogen  Aufgabe  gegen  dekursive  Verzinsung 
ist  auch  hier  vorerst  n und  E zu  bestimmen. 

So  ist 

100  = 3-5  [1  = TIV^«-i], 

demnach 


TIVl”-i  = 27-571  und 


<42. 


Es  besteht  somit  bei  Nachhineinentrichtung  die  Gleichuna- 


100  = 2 -f  3-5  . TIV!,^1  4-—-;  hieraus  folgt  ß=  3-2  913, 

Q - 


demnach 


C=2  + 3-5.TIVit^ 


3 2913 


= 95-51, 


*)  Zinsen  für  das  erste  Semester. 
**)  29-834396. 

*♦*)  30-506670. 


Näherungswerte  erhielte  man 

in  0'  =2  < 3-5.TIV(fi  = 94-24  und 
, 0''  = 2<3-3.TIV(tf=  95-59. 

Werden  die  Annuitäten  im  vorhinein  abgestattet,  so  ist 

0=  3-5  [1  = T IVl.f  ] + = 95-66. 

Näherungswerte  wären 

0' = 3-5  [l-fTIV^oj  = 94-37  und 
C"  = 3-5  [1  — T 1V41J  = 95-75. 

hj  Rentabilitätsberechnung  bei  gegebenem  Kurs. 

Von  einem  in  40  Jahren  zu  tilgenden,  mit  41/4O/0  dekursiv  zu 
verzinsenden  Anlehen  von  150.000  A'  werden  5000  Ä'  als  Zuzählungs- 
gebühr vom  Gläubiger  sogleich  in  Abzug  gebracht.  Wie  groß  ist  die 
Rentabilität? 

Es  handelt  sich  nunmehr  um  die  Umkehrung  der  im  früheren 
Abschnitt  erörterten  Frage.  Auch  jetzt  ist  der  dem  Schuldner  effektiv 
ausgefolgte  Betrag  dem  Barwert  seiner  Zahlungen  gleichzustellen. 
Die  Annuität  beträgt  5-241839%  des  Nominales,  der  Kurs 

100  A 145 

C'=  — ==  = = 96’/3; 

N 1-5 

somit  besteht  die  Gleichung 

96-66  = 5-241839.  T IV 

X 

und  hieraus  ergibt  sich  für  x ein  etwas  unter  4%%  liegender  Zins- 
fuß. Eine  genau  4Y2®Vgß  Rentabilität  wäre  nämlich  vorhanuen,  wenn 
der  Kurs 

C=  5-241839.  TlVlf  = 96-458 

oder  der  effektive  Betrag  144.687  A ausmachen  würde. 

Von  sehr  wesentlichem  Einfluß  auf  die  Höhe  der  Rentabilität 
ist  bei  Darlehen  die  häufig  vorkommende  Einhebung  eines  soge- 
nanntenRegiebeitrages;  derselbe  wird  fast  ausnahmslos  in  Prozenten 
des  jeweiligen  Schuldrestes  bemessen. 

Ein  Anlehen  von  80  000  K soll  zu  4%  dekursiv  verzinst  und 
in  35  gleich  großen  Annuitäten  derart  getilgt  werden,  daß  außerdem 
von  dem  jeweiligen  Schuldrest  ein  Regiebeitrag  von  VsVo  entrichtet 
wird.  Wie  groß  ist  die  Rentabilität  a)  wenn  das  Anlehen  al  pari, 
b)  zum  Kurse  von  98  begeben  wird? 

In  beiden  Fällen  handelt  es  sich  zunächst  darum,  den  Barwert 
des  Regiebeitrages  von  allgemein  0;%  zu  berechnen. 


» 1^4«  7» lUHi«  IJ 
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Anlehenskurse. 


Derselbe  ist 


/'6'i 

100  V r 


I ^‘2  I 1 — 1 I \ 
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TIV 


Werden  die  konkreten  Werte  eingesetzt,  so  erhält  man  als  Wert 
des  Kegiebeitrages 

0 00125  [so  000  . T IVf  - — (35  - T IVp)l  = 1311'98. 

Der  W ert  der  Gesamtleistung  des  Schuldners  beträgt  demnach 
81311-98  K,  wogegen  er  nach  der  Annahme  aj  nur  80  000  K oder 
für  100  K Nominale  98'39  K effektiv  erhält.  Und  nun  ist  nur  mehr 
zu  ermitteln,  welche  Rentabilität  ein  in  35  Jahren  zu  tilgendes  4®/ßiges 
Anlehen  beim  Kurse  von  98  3 9 abwirft.  Da  die  Annuität  5-3  57732'’  o 
lusmacht,  besteht  die  Gleichung 

98-39  = 5-357732. TIV(3ä;  hieraus  ist 

JC 

T IV^sr.—  18-364. 

X 

Nun  ist  TIVf  = 18-664(3  . . . und  T I V'-«  = 18-3519  . . . . , somit 
st  X wesentlich  größer  als  4,  aber  noch  etwas  kleiner  als  4’ 

Daß  dieses^  Resultat  richtig  sein  muß,  ergibt  die  folgende  kurze  Über- 
egung: Würde  der  Regiebeitrag  stets  vom  Schuldrest  des  vorher- 
»ehenden  Jahres  zu  entrichten  sein,  dann  würde  eine  genau  4'/,j'’/„ige 
Rentabilität  vorliegen,  weil  dann  das  Vs  Prozent  von  demselben  Be- 
rag  gerechnet  würde  wie  die  im  gleichen  Zeitjmnkt  fälligen  4”  „igen 
Zinsen;  da  aber  der  Regiebeitrag  mit  der  Annuität  von  dem  nach 
Abstattung  derselben  verbleibenden  Schuldrest  bezahlt  wird,  muß 
lie  Rentabilität  kleiner  als  4Vs%  sein. 

Bei  Beantwortung  der  Frage  b)  ist  lediglich  zu  erwägen,  daß 
ier  Schuldner  nicht  SO  000  A,  sondern  nur  98%,  das  sind  78  100  K 
•ffektiv  ezhält;  seine  Gegenleistung  ist  dieselbe  wie  unter  a)\  der 
?egebungskurs  ist  demnach 

7840 
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Aus  der  Gieichunn- 


folgt  für 


90-42  = 5-357732  . T IV 

X 


In  ganz  ähnlicher  Weise  wie  in  dem  soeben  behandelten  Falle 
wäre  grundsätzlich  vorzugehen,  wenn  die  Annuität  als  runder  Betrag 
gegeben,  n demnach  keine  ganze  Zahl  wäre  und  ebenfalls  ein  Regie- 
beitrag zu  entrichten  käme.  Auch  bei  antizipativer  Verzinsung  wird 
in  gleicher  Weise  vorzugehen  sein,  so  daß  von  der  Durchrechnung 
konkreter  Beispiele  wohl  abgesehen  werden  kann. 

Ein  in  Obligationen  zerlegtes  Anlehen  ist  mit  4%  dekursiv  zu 
verzinsen  und  in  35  Ziehungen  zu  amortisieren. 

a)  Nach  Ablauf  von  5 Jahren  ist  der  Kurs  97*03;  wie  groß  ist 
die  Rentabilität  für  den  nunmehrigen  Käufer? 

Für  ihn  handelt  es  sich  um  die  Erwerbung  eines  nun  in  30  Jahren 
zu  tilgenden  4%igen  Anlehens.  Die  hiefür  erforderliche  Annuität 
betrügt  5 78301^/,,,  so  daß  sich  die  Rentabilität  aus  der  Gleichung 

97*03::^  0-783.  TIV^^ö 

X 

bestimmt.  Hieraus  ist 

TIVj’<’=  16-779,  somit  x=4V4%- 

h)  Bei  welchem  Kurse  ergibt  sich  nach  30  Jahren  eine  4’ 47„ige 
Rentabilität? 

Für  diesen  Fall  ist  die  Annuität 

ino 

“ rp  jy(6  ~ 4627, 

somit  der  Kurs  C = 22-4627  . T IVi^,  = 99-30. 

cj  Bei  welchem  Kurse  ergibt  sich  nach  30  Jahren  eine  4%ige 
Rentabilität? 

Die  Antwort  auf  diese  Frage  muß,  wie  wohl  selbstverständlich, 
lauten 

TIVf 

Es  läßt  sich  nunmehr  ganz  allgemein  die  Frage  beantworten: 
Welche  tatsächliche  Verzinsung  q (Rentabilität)  ergibt  sich, 
wenn  ein  Darlehen  100  durch  n gleich  große  Annuitäten 
bei  />%  dekursiv  (;r7o  antizipativ)  zu  tilgen  ist  und  zum 
Kurse  C begeben  wird? 

Aus 


r:= 


100 


Tiy^-TlV^"  bei  dekursiver  Verzinsung 


17*8485.. 
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Rentabilität. 


un  i 


O 


1 4-  T 1\’ 


• (^1  "T  T bei  antizipativer  Verzinsung 


er|;eben  sich  allgemein  die 

C.TIVf”=100.TIV”, 

i>  <1  * 

be  dehungsweise 

C [1  + T !?(;■  - 1]  ==  100  [ 1 T I v,^- 

Diese  Gleichungen  haben  natürlich  auch  Giltigkeit  für  die  Er- 
mi  ;tlung  der  Rentabilität  nicht  amortisabler  hiebei  ist 

nu  • zu  berücksichtigen,  daß  — rc  und  die  Annuität  gleich  den 
jäl  rlichen  Zinsen  ist.  Somit  folgt  für 

C-=?).TIV(“=y>.  — =)>. fl -] 

100  , ...  100  p 

= /».—  und  für  o—  ^ . 

g (-■ 

Welche  Rentabilität  ergab  sich  nach  den  Kursen  am  10.  Sep- 
tember 1913  für  die  4"/(,ige  österr.  Kronenrente  und  die  „ige 
In  '^estitionsrente? 

An  dem  genannten  Tage  notierte  Kronenrente  82’ — und  In- 
ve  ititionsrente  73‘10,  demnach  betrug  die  Rentabilität  der  Kronenrente 

100.4 

<1^ 


82 

uni  jene  der  Investitionsrente 

100 . 3-5 


4-880/o 


(/  = = 4-79«/y. 

‘ 73T0 


cj  P a r i t ä t s r e c h n u n g. 

Eine  Gemeinde  will  ein  Anlehen  von  100  000  A'  durch  25  Annui- 
täien  tilgen  und  ist  in  der  Lage,  dasselbe  bei  einer  47oigen  Verzinsung 
zu  n Nennwerte  zu  begeben.  Zu  welchem  Kurse  wäre  das  Anlehen 
be  einem  33//7„igen  Zinsfüße  zu  emittieren,  wenn  in  beiden  Fällen 
di(  selbe  Rentabilität  erzielt  werden  soll? 

Die  bei  der  4%igen  Verzinsung  erforderliche  jährliche  Annuität 
be  rägt  ()40P20.  Mit  dieser  selben  Leistung  wird  in  25  Jahren  bei 
3^  ,"/o  ein  Kapital  von 

a . TIVjl?^  6401-20. 16  04320396  102  695‘75  K 

an  ortisiert 

Es  ist  also  für  die  Gemeinde  hinsichtlich  der  jährlichen  Leistung 
ga  iz  gleichgiltig,  ob  sie  eine  Schuld  im  Nominalbthrag  von  100  000  K 
zu  4°  0 verzinslich  und  in  25  Jahren  rückzahlbar  oder  eine  solche 
vo  1 102  695  75  A zu  3^4%  verzinslich  und  in  ebenfalls  25  Jahren 
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r 
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tilgbar  aufnimmt;  nur  bekäme  sie,  wenn  das  Anlehen  in  beiden  Fällen 
al  pari  übernommen  würde,  im  zweiten  Falle  um  2695'75  K mehr  als 
im  ersten.  Der  Darleiher  hat  sich  aber  nur  bei  einer  4‘’'(,igen  Ver- 
zinsung zur  Übernahme  al  pari  verstanden  und  wird  demnach  auch 
bei  der  33/40/,, igen  Verzinsung  mit  Rücksicht  auf  die  in  beiden* Fällen 
identische  Leistung  des  Schuldners  nur  100  000  I\  effektiv  ausfolgen, 
also  das  33/40/„ige  Anlehen  nur  zum  Kurse  von 


„ 100.100  000 
C=  - =973/s 

102  695-75 


Übernehmen. 

Nunmehr  wäre  der  Emissionskurs  bei  33  '40/„iger  Vei'zinsung  unter 
der  Voraussetzung  zu  bestimmen,  daß  das  Anlehen  bei  40/„igem  Zinsfuß 
zum  Kurse  von  98  übernommen  würde. 

Gegenüber  den  früheren  Bedingungen  ändert  sich  nur  der  effektiv 
zugezählte  Betrag  (E)-,  derselbe  beläuft  sich  beim  Kurse  von  98  auf 
98  000  K,  so  daß 


98  000.100 

C = - = 95-43. 

102  695-75 


Es  ist  demnach  für  den  Darleiher  (und  auch  für  die  Gemeinde, 
denn  sie  erhält  für  dieselbe  Annuität  beidemale  98  000  K bar)  gleich- 
gütig,  ob  ein  auf  100  000  K Nominale  lautendes  Anlehen  gegen 
25jährige  Tilgung  und  4%ige  Verzinsung  zum  Kurse  von  98  oder 
aber  ein  ebenfalls  in  25  Jahren  bei  33/40/„iger  Verzinsung  zu  amor- 
tisierendes Anlehen  im  Nominalbeträge  von  102  695-75  K zum  Kurse 
von  95'43  begeben  wird.  Es  herrscht  also,  wie  man  zu  sagen  pflegt, 
zwischen  diesen  beiden  Kursen  Parität. 

Die  für  den  Schuldner  so  überaus  wuchtige  Frage,  ob  zwei 
ihm  vorliegende,  verschiedene  Darlehensangebote  gleichwertig  sind, 
ist  natürlich  sofort  entschieden,  wenn  etwa  lediglich  im  Zinsfuß  oder 
nur  im  Begebungskurs  (effektiven  Betrag)  ein  L*nterschied  vorhanden 
ist.  Sind  aber  bei  gleicher  Tilgungsdauer  und  gleichem  Nennwerte 
Kurs  und  Zinsfuß  (demnach  auch  die  Annuitäten)  verschieden,  so 
führt  die  folgende  Erwägung  zur  Beantwortung  der  früheren  Frage. 

Der  Gläubiger  F biete  für  ein  p7oiges  Anlehen  (beim  Kurse  Cp) 
effektiv  E^  und  beanspruche  dafür  die  Annuität  a^;  der  Gläubiger  Q 
biete  für  ein  7'Voiges  Aulehen  (beim  Kurse  C,,)  effektiv  und  fordere 
die  Annuität  a,,.  Für  den  Schuldner  werden  nun  die  Angebote 
dann  gleichwertig  sein,  wenn  er  für  die  gleiche  Leistung 
denselben  effektiven  Betrag  erhält.  Da  nun  die  Verschieden- 
heit der  Zinsfüße  auch  verschieden  große  Annuitäten  bedingt,  emp- 
fiehlt es  sich,  festzustellen,  welchen  effektiven  Betrag  man  für  die 
eine  Annuität  beim  anderen  Gläubiger  bekommt.  Stimmt  der  dann 
erhaltene  mit  dem  von  diesem  Gläubiger  selbst  gebotenen  Betrag 
überein,  so  ist  die  Parität  gegeben. 


7* 
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Ein  in  40  Annuitäten  zu  tilgendes  Aiilehen  werde  vom  Kapita- 
li  den  P bei  4®/(,iger  Verzinsung  zum  Kurse  von  96  25,  von  U bei 
4 /4%iger  Verzinsung  zum  Kurse  von  99'50  übernommen.  Welches 
Aagebot  ist  für  den  Schuldner  günstiger? 

Hier  ist  a^,  = = 5 05235.  Würde  diese  Annuität  an  ent- 

richtet, so  würde  ein  Nominale  von 

5-05235  .TlV(f?=  96-385 

•**4 

g {tilgt;  dafür  würde  er  effektiv  aber  nur 

9()*385 .0*995  --  95*90 

zahlen,  wogegen  P 96’25,  also  mehr  gibt  Daher  ist  das  Angebot  des 
1 günstiger.  Parität  zwischen  beiden  Angeboten  bestünde  dann, 
W3un  allgemein 


o ler 


«„ . T IVC« . = n„ . T IV(" , 

^ p 100  ^ 'i  lOo 

C„  . T IV(“  ==  a. . T IV<". 


Aus  dieser  Pn-itäts(jleichung  (bei  dekursiver  Verzinsung)  läßt 
si  )h  natürlich  sofort  zu  dem  Angebot  des  P der  Paritätskurs  des  Q 
brrechnen;  er  ist 

TlV,^o 

C', = 96-25 

D jsgleichen  kann  man  zu  dem  Offert  des  Q den  Paritätskurs  des  P 
ei  mittein;  dei’selbe  wäre 

CV=99-5  95-90. 

4 

Auch  dieses  Resultat  bestätigt,  daß  das  Angebot  des  P gün- 
st  ger  ist,  denn  im  Vergleiche  zu  Q brauchte  er  nur  95'90  bieten; 
ei  offeriert  aber  für  je  100  K 96*25  K, 

Bei  antizipativer  Verzinsung  lautet  die  Paritätsgleichung 

C,  [1  -r  T IV(»  - ^]  = (7..  [1  + T IV(;' - 

Ein  in  50  Semestern  zu  tilgendes  Anlehen  würde  bei 
ar  tizipativer  Verzinsung  zum  Kurse  von  99  und  bei  2%iger  Ver- 
zi  isung  zum  Kurse  von  94^/^  übernommen.  Sind  beide  Angebote  für 
d(  n Schuldner  gleichwertig? 

Sowohl  aus 

1 4-TIV(‘*^ 


al  > auch  aus 


1 -r  T ivir; 

r / = 99 

1 


94*04 


geht  hervor,  daß  das  zweite  Offert  günstiger  ist 
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Für  nicht  amortisable  Staatsanlehen  lautet  die  Paritätssrleichung 


1 — 1 C. 


?'®  r 


100 


r — 1 


p — l 
r*  r — 1 


r — 1 


hieraus  folgt 


C’j  und 


C C 

— = ~ und  schließlich 

r q 

Cp , — C/q.gf. 

Wenn  beispielsweise  die  Kronenrente  82. — notiert,  wäre  der 
zugehörige  Paritätskurs  der  Investitionsrente 

^ 82.3-5 

C3.-  = =71-75. 

4 

Ist  bei  einem  oder  bei  beiden  Darlehen  außer  der  Annuität  ein 
liegkheitray  zu  entrichten,  so  wird  derselbe  zuerst  im  Begebungs- 
kurs zum  Ausdruck  zu  bringen  sein;  der  weitere  Gang  der  Rechnung 
ist  derselbe  wie  der  in  diesem  Abschnitte  behandelte. 

Ein  40/,,iges  Obligationenanlehen  notiere  92*97  und  sei  noch  durch 
40  Ziehungen  zu  tilgen.  Wie  groß  ist  der  Paritätskurs  eines  anderen 
4^ygen  Anlehens,  bei  welchem  noch  25  Ziehungen  stattfinden? 

Da  Parität  auch  besteht,  wenn  beide ‘AnlehCn  dieselbe  Renta- 
bilität ergeben,  hat  man  zunächst  die  Rentabilität  des  ersten  Dar- 
lehens zu  ermitteln.  Dieselbe  bestimmt  sich  aus  der  Gleichung 

92-97  = ,^-.TlVf  mit  a-  = 4V2. 

4 

Zu  diesem  Zinsfuß  ist  nunmehr  die  Annuität  des  zweiten  An- 
lehens abzuzinsen;  demnach  ist  der  Paritätskurs 

G = ^ ■ T I V^-^  = 9 4*92 

Welches  wäre  der  Paritätskurs  in  der  vorangehenden  Aufgabe, 
wenn  das  noch  25  Ziehungen  unterworfene  Anlehen  mit  3\^2%  zu 
verzinsen  wäre? 


In  diesem  Falle  wäre 

31  2 

Eine  4ö/oige  nicht  amortisable  Rente  notiere  80,  werfe  also 
genau  ein  5'Voiges  Erträgnis  ab.  Welchen  Kurs  sollte  bei  gleicher 
Rentabilität  ein  in  50  Jahren  zu  tilgendes  4^  Obligationen- 

anlehen  aufweisen? 

Der  gesuchte  Paritätskurs  wäre 

4'  s 

4=)  T ivt*»  18-25592546. 


II.  Teil. 

Elemente  der 

\Vahrscheinlichkeitsre(3hnung. 

Einfache  Wahrscheinlichkeit. 

Ein  Ereignis  tritt  (iftenbar  um  so  eher  ein.  je  mehr  günstige 
Momente  dafür  und  je  weniger  ungünstige  Momente  dagegen  sprechen. 

Sind  beispielsweise  in  einer  Urne  nur  weiße  Kugeln  vorhanden, 
dann  wird  aus  derselben  auf  irgend  einen  Zug  nur  eine  weiße  Kugel 
gezogen  werden  können;  sind  aber  nur  schwarze  Kugeln  vorhanden, 
dann  ist  das  Eintreffen  des  Ereignisses  — das  Ziehen  einer  weißen 
Kugel  — unmöglich.  Werden  nun  die  weißen  uml  schwarzen  Kugeln 
in  eine  Urne  gegeben,  dann  ist,  vorausgesetzt,  daß  sich  die  Kugeln 
weder  durch  die  Grüße  noch  diu’ch  die  Beschaffenheit,  sondern 
lediglich  durch  die  Farbe  voneinander  unterscheiden,  es  weder  gewiß 
noch  unmöglich,  sondern  mir  mehr  oder  minder  wahrscheinlich,  au.s 
der  Urne  eine  weiße  Kugel  zu  ziehen.  Der  Begriff  der  Wahrscheialich- 
keit  bewegt  sich  also  zwischen  den  Begriffen  Unmöijlichkeit  und  Ge- 


wißheit und  der  ihn  repräsentierende  Wert  wird  im  vorliegenden 
Falle  um  so  größer  sein,  je  mehr  weiße  Kugeln  oder  günstige  Falle 
gegenüber  den  schwarzen  Kugeln  oder  den  ungünstigen  Füllen  unter 
allen  Kugeln  — den  möglichen  Fällen  — vorhanden  sind. 

Im  allgemeinen  deßniert  man  den  Dcgriff  der  mathematischen  Wahr- 
Hcheinlichlceit  als  den  Quotienten  aus  der  Anzahl  der  dem  Eintreffen  des 
Ereignisses  günstigen  Fülle  (g)  durch  die  Anzahl  der  ühevhaupt  mög- 
lichen Fülle  fm)  oder  w — —- 

m 

Sind  etwa  5 weiße  und  3 schwarze  Kugeln  in  der  Urne,  dann 
ist  die  Wahrscheinlichkeit 


Wahrscheinlichkeitsreciinung. 
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Es  wird  demnach  die  Geioißheit  durch  1,  die  Ünmöglichkeit  durch 

Eull  und  die  Wahrscheinlichkeit  eines  nicht  gewissen,  aber  auch  nicht 

unmöglichen  Ereignisses  durch  einen  positiven  echten  Bruch  ausgedy'ückt 

Wie  groß  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  aus  einem  Spiel  von 

32  Karten  1 Aß  zu  ziehen?  — Nachdem  jede  der  4 Farben  1 Aß 

4 1 

enthält,  ist  w = — = — 

' 32  8 

Fragen  wir  nun  nach  der  Wahrscheinlichkeit,  Coeur-Aß  zu  ziehen, 

so  ist  dieselbe  natürlich  Wc  = ~ 

32 

Wie  groß  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  Coeur-Aß  nicht  zu  ziehen? 
Jetzt  besteht  das  fragliche  Ereignis  in  dem  Ziehen  irgend  einer 
Karte,  ausgenommen  Coeur-Aß.  Die  Anzahl  der  günstigen  Fälle  be- 
trägt demnach  31,  sohin  ist  die  Wahrscheinlichkeit 


1 

32 


d.  h.  die  entgegengesetzte  Wahrscheinlichkeit  oder  die  Wahrscheinlichkeit, 
daß  ein  EJreignis  nicht  evitrijft,  ist  gleich  der  Differenz  aus  der  Einheit 
und  der  absoluten  Wahrscheinlichkeit  für  das  Eintreffen  des  Ereignisses. 
Entgegengesetzte  und  absolute  Wahrscheinlichkeit  ergänzen  sich  demnach 
auf  1. 

Wie  groß  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  einen  Würfel  derart  zu 
werfen,  daß  die  Fläche  mit  4 Augen  oben  zu  liegen  kommt? 

Da  w = 6 und  q = \,  ist  w — ~^ 

6 

Dieses  Resultat  darf  aber  nicht  etwa  dahin  aufgefaßt  werden, 
daß  genau  jedes  sechstemal  die  fragliche  Fläche  geworfen  wird, 
sondern  es  bedeutet  nur,  daß  unter  einer  großen  Anzahl  von  Ver- 
suchen der  sechste  Teil  darauf  entfallen  oder  unter  6 Würfen  diese 
Fläche  im  allgemeinen  einmal  zum  Vorschein  kommen  wird. 

Vorausgesetzt  ist  bei  diesen  Aufgaben,  daß  die  Fälle  gleich 
möglich  sind,  also  der  Würfel  geometrisch  genau  und  gleich  dicht  ist, 
die  Karten  äußerlich  in  keiner  Weise  kenntlich  gemacht  sind. 

Wie  groß  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  mit  2 Würfeln  auf  einen 
Wurf  die  Summe  10  zu  werfen? 

Die  Anzahl  der  möglichen  Fälle  erhält  man,  wenn  man  jede 
Fläche  des  einen  mit  jeder  Fläche  des  anderen  Würfels  kombiniert 


1 


•>ii 
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Bezeichnen  wir  die  beiden  Würfel  mit  I und  II,  so  können  die 
Flächen  mit  der  folgenden  Anzahl  von  Augen  geworfen  werden: 


I II  I II 


I II  I II 


1 

1 

2 

1 

3 

1 

1 

2 

2 

2 

3 

2 

1 

3 

2 

3 

3 

3 

1 

4 

2 

4 

3 

4 

1 

5 

2 

5 

3 

0 

1 

6 1 

i 

2 

6 

3 

6 

4 1 
4 2 
4 3 
4 4 
_4 ^ 

(iZZ) 


I 

II 

5 

1 

5 

2 

5 

3 

5 

4 

C 5 5 j 

5 6 


I II 


6 

1 

1 1 

1 , 

6 

2 

6 

3 ; 

6 5 
6 6 


Die  Zahl  der  möglichen  Fälle  beträgt  demnach  m = 36  und  die 

der  günstigen  Fälle  ist  durch  die  Anzahl  jener  Kombinationen  bestimmt, 

3 1 

welche  in  Summe  10  geben  sohin  ^ = 3 und  = — = tx* 

Wie  groß  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  mit  2 Würfeln  auf  einen 
Wurf  in  Summe  mindestens  0 und  höchstens  9 zu  werfen? 

Die  Anzahl  der  möglichen  Fälle  ist  wieder  36  und  die  der  günstigen 
jene  Kombinationen,  welche  als  Summo  6,  7,  8 und  9 geben  (□),  sohin 


Wie  groß  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  mit  2 Würfeln  auf  einen 
Wurf  eher  10  als  11  zu  werfen? 

Die  Anzahl  der  günstigen  Fälle  für  das  Werfen  der  Summe  10 
ist  3 und  der  Summe  11  ist  2.  Dadurch,  daß  nach  der  Wahrschein- 
lichkeit gefragt  wird,  eher  die  eine  als  die  andere  Summe  zu  werfen, 
ist  schon  ausgedrückt,  daß  nur  die  den  beiden  Ereignissen  günstigen 
Fälle  gegeneinander  abgewogen  werden  und  die  ungünstigen  Fälle 
ganz  unberücksichtigt  bleiben  können.  Es  ist  daun  g — m = 5 und 


' ! 

II 

% 


S] 

t| 


3 

"3  2 

3 6 ' 36 

Diese  vergleichsiceise  Wahrscheinlichhcit  nuhrerer  verschiedener  Er- 
eifjnisse  heißt  reinfive  Wahrscheinlicdikeit ; dieselbe  wnrd  erhalten,  wenn 
man  die  absolute  Wahrscheinlichkeit  des  fraglichen  Ereignisses  durch 
die  Summe  der  absoluten  Wahrscheinlichkeiten  der  vergleichenden 
Ereignisse  dividiert. 

Wie  groß  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  aus  einer  Urne  mit  5 weißen, 
3 schwarzen  und  7 roten  Kugeln  eher  eine  weiße  als  eine  rote  Kugel 
ru  ziehen? 
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1 


5 

Ts“  5 

^“■"'5'^'^  7 ~ 12 

15  15 

Wie  groß  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  aus  dieser  Urne  entweder 
eine  schwarze  oder  eine  rote  — also  eine  nichtweiße  — Kugel  zu  ziehen? 

_ 10  _ 3 7 

15  15  ' 15 

d.  h.  die  Wahrscheinlichkeit,  daß  von  mehreren  unabhängigen  Ereignissen 
entweder  das  eine  oder  das  andere  eintritt^  ist  gleich  der  Summe  der 
Wahrscheinlichkeiten  für  das  Eintreffen  jedes  der  Ereignisse. 


f 


§ 40. 

Zusammengesetzte  Wahrschein lichkeit. 

Die  Urne  üi  enthält  3 weiße  und  4 rote  Kugeln  und 

^ ff. 

Wie  groß  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  aus  jeder  der  beiden  Urnen 
eine  weiße  Kugel  zu  ziehen? 

Bezeichnen  wir  die  weißen  Kugeln  der  Urne  Ux  mit  a,  &,  c und 
jene  der  Urne  mit  a,  ß,  y,  d,  so  sind  die  folgenden  Verbindungen 
von  weißen  Kugeln  — also  günstigen  Fälle  — möglich: 

a a,  aß,  ay,  ad;  b a,  b ß,  by,  bö;  ca,  c ß,  cy,  cö. 

Es  kann  also  jede  weiße  Kugel  der  einen  mit  jeder  weißen  Kugel 
der  anderen  Urne  gemeinsam  gezogen  werden.  In  der  gleichen  Weise 
kann  sich  hinsichtlich  der  möglichen  Fälle  jede  Kugel  der  einen  mit 
jeder  Kugel  der  anderen  Urne  kombinieren.  Man  erhält  auf  diese 
Weise  12  günstige  und  42  mögliche  Fälle;  sohin  ist  die  gesuchte 

Wahrscheinlichkeit  w — = oder  allgemein: 

42  i b 

die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  daß  mehrere  voneinander  unabhängige 
Ereignisse  gleichzeitig  tvitreffen  (also  die  Ereignisse  A und  B und  C 
\xsf.),ist  gleich  dem  Produkte  aus  den  Wahrscheinlichkeiten  für  das  Ein- 
treffen jedes  der  Ereignisse. 

Wie  groß  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  mit  einem  Würfel  dreimal 
hintereinander  die  Zahl  0 zu  werfen? 

„.=i.Li=riy. 

6 66  vey 

Die  Wahrscheinlichkeit  für  das  vdcd erholte  Eintreffen  desselben 
Ereignisses  ist  demnach  gleich  (h<r  hezügtichea  Potenz  aus  der  einfachen 
Wahr  sch  c in  H c h ke  i t. 


m 


t 
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Wie  groß  ist  die  Wahi'scheinlichkeit,  nus  einer  der  Urnen 
Ul  und  U2  bei  geschlossenen  Angen  mit  einer  Hand  eine  rote  Kugel 
zu  ziehen? 

Die  Kugel  kann  entweder  der  1,  odfn*  der  2.  Urne  entnommen 
werden;  die  Wahrscheinlichkeit,  mit  geschlossenen  Augen  in  die 
1.  Urne  zu  greifen  und  daraus  eine  rote  Kugel  zu  ziehen,  ist 

_ 1 4 _ 2 

~ 7 ■ 7 ~ f 

und  jene,  eine  rote  Kugel  aus  L\  zu  ziehen, 

. —1  l — i. 

1'.» 

sohin  die  gesuchte  Wahrscheinlichkeit  w = u\  -1-  o’  ‘ 

42 

Wie  groß  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  aus  der  Urne  Ux  zweimal 
nacheinander  eine  rote  Kugel  zu  ziehen?  — Hier  muß  unterschieden 
werden,  ob  die  im  1.  Zug  herausgeiiommene  Kugel  wieder  zurück- 
gelegt wird  odir  nicht.  Ist  das  erstere  der  Fall,  dann  ergibt  sich 
für  die  Wahrscheinlichkeit  der  Wert 

_4  4 _ Iß 

~ 7 ' 7 ~ ’ 

Wird  die  gezogene  Kugel  nicht  zurückgtdegt,  dann  ist 

4 3 _ 12  _ 2 

7 ' 6 ~ IT  ~ 7 ‘ 

Wie  groß  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  aus  der  Urne  U^  auf  einen 
Zug  2 rote  Kugeln  zu  ziehen? 

Bezeichnet  man  die  4 rotjn  Kugeln  mit  1,  2,  3,  4,  so  sind  die 
folgenden  günstigen  Fülle  — Kombinatirmen  — möglich:  12,  13,  14, 
23,  24,  34.  El)enso  wie  man  auf  diese  Weise  für  </ = 6 erhalt,  ergibt 
sicli,  wenn  alle  7 Kugeln  zu  zweien  kombiniert  werden,  für  //t  = 21 
und  sohin  für 

7t  — ^ _ 2 


Für  den  Wert  der  Wahrscheinlichkeit  Ist  es  demnach  gleich- 
gütig,  ob  mau  aus  der  Urne  L\  auf  einen  Zug  zwei  rote  Kugeln 
oder  zweimal  nacheinander  eine  rote  Kugel  zieht,  im  letzteren  Falle 
aber  die  zuerst  gezogene  Kugel  nicht  wieder  in  die  Urne  gibt. 

Bedeutet  die  Wahrscheinlichkeit,  daß  das  Ereignis  A und 
w-'fc,  daß  das  Ereignis  B eintrifft,  dann  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  daß 

.<4  mellt  einti'ifft 1 — 

^ ^ 1 — 

entweder  A oder-/y  einti’ifft  . i/‘o -r '^'6 
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A eintrifft  und  B nicht 

A und  B eintreffen  . . 
A und  B nicht  eintreffen 
weder  A noch  B eintrifft 


lüa  . (1  — Wi,) 
Wb.{l  —Wa) 
Wa  . Wb 

1 — {U'a  . Wb) 


weder  A noch  B eintrifft  ...  (1  — «’a)(l  — Wb). 

, Das  vorletzte  Ergebnis  kann  auch  durch  folgende  Erwägung 
gefunden  werden:  die  Bedingung  ist  erfüllt,  wenn  entweder  A ein- 
trifft und  B nicht,  oder  B eintrifft  und  A nicht  oder  schließlich 
weder  .4  noch  B eintrifft.  Demnach  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  daß  A 
und  B nicht  (gleichzeitig)  eintreffen,  dargestellt  durch 

Wa  (1  — Wb)  ^'b  (1  — Wa)  (1  — Wb)  = 1 — «-V  . Wb. 

§ 41. 

Mathematischer  Hoffnungswert  und  rechtmäßiger  Einsatz. 

Das  Produkt  aus  dem  Jetztwerte  eines  in  Aussicht  stehenden  Ge- 
winnes und  der  Wahrscheinlichkeit,  denselben  zu  erlangen,  nennt  man 
den  mathematischen  Hoffnungswert. 

A erhält  von  5 60 ä,  wenn  er  a)  mit  einer  Münze  Adler  wirft; 
i)  einen  Würfel  derart  wirft,  daß  die  Fläche  mit  3 Punkten  oben  zu 
liegen  kommt.  — Da  das  fragliche  Ereignis  nicht  erst  in  einem 
späteren  Zeitpunkte,  sondern  sofort  stattfindet,  entfällt  jede  Abzinsung 
und  der  mathematische  Hoffnungswert  des  A ist  demnach 

im  Falle  a)  — -60  = 30  A;  im  Falle  b)  4-ö0  = luA. 

Es  braucht  wohl  erst  nicht  besonders  betont  werden,  daß  auch 
diese  Werte  ebenso  wie  die  Wahrscheinlichkeiten  keine  absoluten, 
sondern  nur  durchschnittliche  Werte  5arstellen. 

B wird  sich  zu  der  Leistung  in  der  Regel  nur  dann  ent- 
schließen, wenn  er  von  A ein  bestimmtes  Entgelt  — einen  Einsatz  — 
erhält.  Wie  hoch  ist  dieser  zu  bemessen? 

Hätte  A überhaupt  keine  Chance,  den  in  Aussicht  stehenden 
Betrag  zu  gewinnen,  wäre  also  dessen  Wahrscheinlichkeit  und  sohin 
auch  sein  mathematischer  Iloffnungswert  Null,  dann  hätte  B auch 
keinerlei  Risiko  zu  tragen  und  billigerweise  auch  keinen  Einsatz  zu 
beanspruchen.  Nun  beträgt  aber  der  Hoffnungswert  des  B nicht 
60A,  sondern 

im  Falle  a)  ^-60  = 30A  und  im  Falle  b)  ^-60  = 50  A, 

mithin  ist  der  Wert  des  von  ihm  zu  befürchtenden  Verlustes  30,  be- 
ziehungsweise 10  h oder  der  mathematische  Hoffnungswert  des  und 
diese  Beträge  w^ird  B als  rechtmäßigen  begehren  können,  während 

er  selbst  30,  beziehungsweise  boh  beizusteuern  hat. 
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hs  folgt  demnach,  daß  bei  einem  gerechten  iSjdelc  der  Einsatz 
jedes  Spielers  gleich  dem  mathematischen  Hoffuungswerte  desselben 
sein  muß  oder,  da  die  Hoffuungswerte  sich  wie  die  Wahrscheinlich- 
keiten \ erhalten,  die  Kinsdtze  ini  selben  \ evhidtnisse  stehen  sollen  wie 
die  ahrscheinlichkeite7i,  das  iSpiel  zu  gewinnen. 

A wettet  mit  />’,  daß  er  mit  2 Würfeln  auf  einen  Wurf  mindestens 
die  Summe  9 wirft  und  leistet  einen  Einsatz  von  10  h.  Wie  groß  ist 
der  Einsatz  des  B,  welcher  dann  gewinnt,  wenn  A verliert?  — Die 

Wahrscheinlichkeit  des  ^1,  das  Spiel  zu  gewinnen,  ist  “ die 

36  18’ 


W'ahrscheinlichkeit,  daß  B gewinnt,  = sohin  besteht  die 

ob  1 o 

13 


13 


Proportion  l o : a:  == 


1 8'  1 8 ’ 


Avoraus  x~2&  h. 


§ 42. 

Bestimmung  des  Wertes  eines  Loses.  ^ er  Sicherung  gegen 
Verlosungs  Verlust.  Pro  messen  geschäft. 

Es  ist  der  Avahre  Wert  eines  Loses  des  im  § 36,  S.  89,  näher 

erörterten  Prämienanlehens  unmittelbar  vor  der  6.  Ziehung  zu  be- 
stimmen. 

Bei  der  Lösung  dieser  Aufgabe  hat  man  zu  erwägen,  daß  an 
den  Erfordernissen  der  6.,  7.  und  8.  Ziehung  nur  mehr  die  un- 
mittelbar vor  der  6.  Ziehung  noch  aufrechten  Lose,  beziehungsweise 
deren  Besitzer  partizipieren.  Will  man  nun  ermitteln,  wie  groß  der 
Anteil  jedes  einzelnen  Loses  an  den  vom  Schuldner  noch  zu  leistenden 
Zahlungen  ist,  so  hat  man  die  letzteren  auf  den  Zeitpunkt  der  Wert- 
9rmittlung  zu  diskontieren  und  diese  Summe  auf  die  vorhandenen 
Lose  aufzuteilen.  Die  Zahl  der  letzteren  beträgst  9842  und  der  Bar- 
-vert  der  drei  letzten  Jahreserfordernisse,  wenn  die  Eskomptierung 
Ul  dem  Zinsfuß  des  Anlehens  vorgenommen  wird, 


383  784 


383  752 
102 


383  792 
1*022 


= 1 128  900. 


ohin  der  icahre  Wert  eines  Loses 


1 128  900 


9842 


114*70  K. 


Der  Kurswert  sollte  sicli  von  dem  wahren  Werte  nur  um  die 
)is  zum  Kaufstage  aufgelaufenen  Zinsen  unterscheiden,  denn  die 
letzteren  sind  im  wahren  Werte  bereits  inbegriffen,  müssen  aber 
I »ei  börsemäßigen  Käufen  dem  Verkäufer  extra  vergütet  Averden. 
.)amit  sie  also  vom  Käufer  nicht  doppelt  entrichtet  werden  brauchen, 
iollte  der  Kurswert  unmittelbar  vor  der  6.  Ziehuncr 

11470  — 2=^)-=  112-70  K 

2 K Zinsen  pro  Stück  und  Jahr, 
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betragen.  Tatsächlich  Avird  derselbe  aber  wegen  der  seitens  des 
Publikums  in  der  Regel  viel  zu  hoch  eingeschätzten  Gewinstchance 
beträchtlich  höher  sein.  Notieren  die  Lose  beispielsAveise  125* — , so 
Avird  jener  Besitzer,  Avelcher  ein  Los  zu  diesem  Kurse  ei-Avorben  hat, 
in  dem  Falle,  als  dasselbe  aus  einer  Ziehung  als  Niete  (mit  lOO  K) 
hervorgeht.,  einen  effektiven  Verlust  von  25  K erleiden. 

Dieser  Gefahr  kann  er  dadurch  entgehen,  daß  er  sich  gegen 
Vcrlosuiujsx'*  rillst  versichert.  Die  dafür  zu  zahlende  l^rnmic  wird  in 
ganz  ähnlicher  Weise  ermittelt,  wie  der  rcditntäß/ge  Einsatz  in  den 
im  § 41  besprochenen  Fällen. 

Fassen  Avir  Avioder  die  0.  Ziehung  ins  Auge,  so  ist  die  Wahr- 
scheinlichkeit, daß  in  derselben  das  Los  mit  dem  Nominalbetrag  von 

3211 

100  K gezogen  Avird,  , sohin  der  Wert  des  zu  befürchtenden  Ver- 

9 842 


histes,  beziehungsweise  die  rechnungsmäßige  Prämie 


3211 

9842 


8 16  Ä 


W’iirde  das  Los  in  der  6.  Ziehung  nicht  gezogen,  so  müßte  sich 
der  Besitzer,  um  einem  eventuellen  Verlust  auch  in  Hinkunft  zu 
begegnen,  natürlich  auch  vor  der  7.  und  eventuell  auch  noch  vor 
der  8.  Ziehung  versichern  lassen. 

Durch  das  Gesetz  vom  7.  November  1862,  betreffend  das  Pm- 
messcngeschüft  mit  Anlehcnslosen,  ist  die  Möglichkeit  geschaffen  Avordeu, 
sich  auf  legalem  Vlege  an  Verlosungen  zu  beteiligen,  ohne  selbst 
Besitzer  eines  Loses  zu  sein.  Das  Gesetz  bestimmt  nämlich  im  § 1 ; 
„Das  Pi'oinessengcscliäft,  d.  i.  die  Veräußerung  der  Gewinsthoffuung 
eines  Loses,  Avird  unter  nachstehenden  Bedingungen  gestattet: 

. ...  bj  Die  Gewinsthoffnung  muß  ein  bestimmtes,  d.  i.  durch 
die  Merkmale  seiner  Auslosung  bezeichnetes  Los  eines  inländischen 

Anlehens  und  eine  bestimmte  Ziehung  desselben  betreffen 

dj  Über  das  Rechtsgeschäft  muß  eine  schriftliche  Urkunde  (der  Pro- 
messenschein), und  zw'ar  auf  einem  von  der  Finanzverwaltung  hiezu 
. . . ausgegebenen,  Amrschriftsmäßig  gestempelten  Blankett  ausge- 
fertigt Averden.” 

Es  darf  also  die  GeAvinsthoffnung  eines  Loses  veräußert,  be- 
ziehungsweise gekauft  werden,  d.  h.  es  kann  ein  Losbesitzer  (vor- 
nehmlich Banken  und  Wechselstuben)  gegen  ein  gewisses  Entgelt 
jemandem  ein  bestimmtes  Los  für  eine  bestimmte  Ziehung  mit  dem 
, Versprechen”  überlassen,  ihm,  falls  das  Los  gezogen  A\drd,  den 
darauf  entfallenden  Einlösungsbetrag  auszufolgen. 

Wie  groß  ist  der  Wert  einer  Promesse  auf  das  Anlehen  S.  89 
für  die  4.  Ziehung? 

In  dieser  Averdeu  (3086  -j-  5)  Lose  mit  351  600  eingelöst,  so  daß 

der  DurchschnittSAA'ert  eines  Loses  — 113'75  A""  beträgt.  Die 

3091  ® 
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Wahrscheinlichkeit,  dali  das  Los  in  der  4.  Zieaung  gezogen  werde,  ist 


3086  -t-  0 
16  0s6~ 


019216, 


demnach  der  mathematische  Hoffnungswert  113  T5 .019216  — 2T86  K. 
Denselben  Wert  erhielte  man,  wenn  man  das  Erfordernis  für  Nieten 
und  Treffer  durch  die  Anzahl  der  aufrechten  Lose  dividieren  würde. 


351  600 

- = 21-86. 
16  086 


§ 43. 

Zahlen-Lotto  und  Klassenlotterie. 

Eine  staatliche  Institution,  welche  der  Wahrscheinlichkeits- 
rechnung mannigfache  Probleme  zur  Lösung  gibt,  ist  das  Zahlen- 
Lotto.  Seine  Geburtsstätte  ist  Italien  und  wahrscheinlich  das  Jahr  1620. 

In  Genua  wurden  nämlich  unter  100  Senatoren  5 durch  das  Los  für 
die  höchsten  Ehrenämter  bestellt  und  auf  diese  Einrichtung  bezüg- 
liehe  Wetten  dahin  abgeschlossen,  daß  dieser  oder  jener  Name  ge- 
zogen werde.  Einige  Bankiers  versprachen  jedem  den  20  OOOfachen  ' 
Betrag  seines  Einsatzes,  wenn  er  alle,  entsprechend  weniger,  wenn 
er  nur  einige  Namen  errate.  Allmählich  übernahm  der  Staat  dieses 
für  die  Unternehmer  höchst  gewinnreiche  Spiel,  nur  wurden  an  die 
Stelle  der  100  Namen  die  Zahlen  von  1 — 90  gesetzt,  von  denen  stets 
5 gezogen  werden. 

Der  Vorgang  bei  einer  solchen  öffentlichen  Lottoziehung  ist  der  folgende: 

Die  auf  Papierstreifen  aufgeschriebenen  Zahlen  werden  der  Reihe  nach  ver- 
lesen und  vorgezeigt,  die  Streifen  einzeln  zusammengerollt,  jeder  derselben  in  eine 
Hülse  und  diese  90  völlig  geschlossenen  Hülsen  in  eine  Trommel  gegeben,  deren 
Wände  aus  Glas  sind  und  an  deren  Rücken  sich  ein  Türchen  befindet.  Durch  dieses 
entnimmt,  nachdem  die  Trommel  behufs  Mischung  der  Hummern  mehreremale  nach 
rechts  und  links  gedreht  worden  ist,  ein  Waisenknabe  eine  Hülse.  Ist  die  in  der- 
selben \.nthaltene  Xummer  verlesen  (als  „erster  Ruf’’),  wird  die  Trommel  abermals 
gedreht  und  eine  zweite  Zahl  (als  „zweiter  Ruf’’)  gezogen;  dieser  Vorgang  wiederholt 
sich  noch  ein  drittes,  viertes  und  fünftes  Mal. 

Die  von  den  Spielern  geleisteten  Einsätze  können  entweder  auf 
bestimmte  Auszüge  (Nominate)  oder  auf  unbestimmte  Auszüge  (Extrakte) 
oder  auf  Amben  oder  auf  Teryien  gemacht  werden. 

Wird  eine  Zahl  derart  besetzt,  daß  der  Ruf,  auf  welchen  sie 
erscheinen  soll,  angegeben  wird,  so  heißt  diese  Spielart:  auf  den. 
ftesinnmten  Auszug  oder  bestimmten  Ruf  (Nominat)  spielen. 

Die  Wahrscheinlichkeit,  dieNummer  auf  den  l.Ruf  zu  erraten,  ist 

offenbar  Soll  dieselbe  auf  den  2,  Ruf  gezogen  werden,  dann  ist 
ZU  erwägen,  daß  sich  diese  Wahrscheinlichkeit  zusamniensetzt  aus  der 
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Wahrscheiuliebkeit,  auf  den  i.  Ruf  nicht,  wohl  aber  auf  den  2.  Ruf 
gezogen  zu  werden,  wobei  zu  berücksiclitigen  ist,  daß  die  zuerst 
gehobene  Nummer  nicht  zurückgelegt  wird.  Die  gesuchte  Wahrschein- 


lichkeit ist  daher  ( 1 — -M = 7;^-  Die  Wahrscheinlichkeit,  daß 

V yuy  o9  yu 


die  Zahl  auf  den  3.  Zug  erscheinen  soll,  ist  ganz  ähnlich  zu  bilden: 


897  88 


Das  gleiclie  Resultat  erhält  man  für  die  Wahrscheinlichkeiten, 
daß  die  Zahl  auf  den.  4.  oder  auf  den  h.  Ruf  gezogen  werde,  so  daß, 
da  die  Reihenfolge  des  Auszuges  ganz  irrelevant  ist,  die  Wahrschein- 


lichkeit, ein  Nominat-Spiel  zu  gewinnen,  ^ ^ beträgt 


Ein  Extrakt-Spiel  liegt  dann  vor,  wenn  auf  das  Erraten  einer 
einzelnen  Zahl  gewettet  wird,  ohne  daß  man  bestimmt,  auf  welchen 
Ruf  oder  als  wievielte  Zahl  die  besetzte  Nummer  erscheinen  soll. 

Die  Wahrscheinlichkeit,  daß  die  betreffende  Zahl  entweder  auf 
den  1.  oder  2.,  3.,  4.  oder  5.  Ruf  gezogen  werde,  ist 


Wy  = 


90  90 


9 0 ‘ 90 


90  90 


1 

und  die  Wahrscheinlichkeit,  den  Extrakt  nicht  zu  machen,  ?/■',=-*. 

' ^ 18 


Nehmen  wir  an,  der  Spieler  besetze  die  betreffende  Nummer  mit 
dem  geringsten  Einsatz  von  12/;,  dann  bestünde  die  Proportion 

1 17 

I2:a:  = — -vv’oraus  a,-  = 204,  so  daß  als  Betrag,  welcher  im  Ge- 

w'instfalle  von  Seite  der  Lottounternehmung  gezahlt  werden  sollte, 
204  12*)  = 216  h oder  der  ISfache  Einsatz  des  Spielers  resultiert 

(was  übrigens  aus  auch  unmittelbar  folgt).  Es  wird  jedoch  nur 
der  14  fache  Einsatz  ausbezahlt,  so  daß  sich  der  Spieler  von  vorn- 
herein im  Nachteile  befindet;  sein  mathematischer  Hoffnungswert 


ist  eben  nicht  seinem  Einsätze,  sondern  nur  --.14  = 0‘7  desselben 

1 8 


gleich.  Beim  Nommat-S/ncl  wird  anstatt  des  OOfachen  Einsatzes  nur 
das  67  fache  der  gemachten  Einlage  ausbezahlt,  so  daß  der  Hoffnungs- 


wert des  Spielers  nur  — • 67  = 0-74  des  Einsatzes  ausmacht. 


Ein  Ambo  besteht  in  dem  Erraten  von  2 aus  2 oder  mehr  be- 
setzten Zahlen.  Wie  groß  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  einen  Ambo  solo, 
d.  h.  von  2 besetzten  Zahlen  beide  zu  erraten? 


‘)  Der  Einsatz  des  Spielers. 


ATS 


ur*'«3x  •gip;r'« 


/ 


11 
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Denkt  man  sich  die  Ambe  in  2 Extrakte  zerlegt  und  eine  davon 
bereits  erraten,  so  hat  man  nur  mehr  die  Wahrscheinlichkeit  zu  er- 
mitteln, aus  89  Zahlen  unter  4 gezogenen  eine  /m  erraten.  Diese  Wahr- 
scheinlichkeit ist  ^ und  die  Wahrscheinlichkeit,  beide  Extrakte  zu 

8 9 

erraten, 


//'o 


1 4 

18  ‘ 89 


1 

4U0’5 


Der  Spieler  hätte  demnach  im  Falle  des  firrateus  der  Ambe 
Anspruch  auf  den  400-5faeheii  Einsatz,  erhält  aber  nur  das  -J4üfaihe 

desselben,  so  daß  der  lloffuunifswert  nur  ' 240  ^=0099  der 

geleisteten  Einlage  beträgt. 

Desetzt  der  Spieler  beim  Ambo-Spiel  3 Zahlen,  so  wird,  da  diese 
3 Ziffernpaare  enthalten  und  daher  die  Chance,  zu  gewinnen,  dreimal 
so  groß  ist,  nur  die  80fache,  bei  4 besetzten  Zahlen,  da  diese  6*)  Kom- 
binationen zu  2 Zahlen  bilden  können,  die  40faclie  und  bei  ä be 
setzten  Zahlen,  welche  10  Ambi  ermöglichen,  die  24fache  Spieleinlage 
ausbezahlt.  Anderseits  wird  in  dem  Falle,  wenn  bei  mehr  als  2 besetzten 
Nummern  mehr  als  2 Zahlen  erraten  werden,  der  Ambo  so  vielfach 
gewonnen,  als  die  erratenen  Zahlen  Ambi  enthalten,  demnach  wird, 

wenn  von  3 besetzten  Zahlen  3 erraten  werden,  das  80.3  — 240fache 


4 
1 

r> 

5 


40.3  =120 

24.3  = 72 

40.6  = 240 

24.6  =144 
24.10  = 240 


bezahlt. 

Ein  Tcrno  wird  gewonnen,  wenn  von  3 oder  mehr  besetzten 
Zahlen  3 erraten  werden.  Die  bezügliche  Wahrscheinlichkeit  läßt 
sich  auf  die  Art  bestimmen,  daß  man  sich  den  Terno  in  eine  Ambe 
und  einen  Extrakt  zerlegt  denkt.  Die  Wahrscheinlichkeit  für  die 


erstere  ist 


1 


400*5 


und  dafür,  daß  aus  88  Nummern  unter  3 gezogenen 


3 

1 erraten  wird,  ist  — , sohin  die  gesuchte  Wahrscheinlichkeit 

88 


3 


= - 


400*5  88  11  748 

Der  Spieler  erhält  anstatt  des  11748fachen  nur  den  4800fachen 

Einsatz,  sein  Hoffnungswert  beträgt  demnach  nur  ^ • 4800  = 0*409 

der  gemachten  Einlage.  Besteht  der  zu  Terno  gespielte  Satz  aus  mehr 
als  3 Zahlen,  so  vermindert  sich  — analog  wie  beim  Ambo-Spiel 

Sind  die  besetzten  Zahlen  z.  B.  1,  2,  3,  4,  so  wären  folgende  Ambi  mög- 
lich: 12,  13,  14,  23.  24,  34. 
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der  einfache  Ternogewinn  in  dem  Maße,  als  sich  die  Gewinnkombi- 
nationen vervielfältigen.  So  beträgt  der  Gewinn  bei  4 besetzten 
Zahlen,  w^elche  4 Ternen  zulassen,  das  I200fache  der  Einlage,  bei 
5 Zahlen,  welche  10  Ternen  ermöglichen,  das  480faehe  usf.  Ander- 
seits findet  im  Erratungsfalle  von  mehr  als  3 Zahlen  die  Vergütunff 
der  erwähnten  Vielfachen  des  Einsatzes  so  oftmal  statt,  als  die  er- 
ratenen Zahlen  Gewinnkombinationen  ergeben,  d.  i. 

wenn  von  4 besetzten  Zahlen  4 erraten  werden,  1200.4  = 4800mal, 

- ^ „ 4 . , 480,4  = 1920  . 

- ij  , , 5 . , 480.10  = 4800  „ 

Es  kann  natürlich  nicht  überraschen,  daß  diese  Gewinstquoten 
gegenüber  jenen  in  den  oben  angeführten  3 letzten  Fällen  des  Ambo- 
Spieles  bedeutend  größer  sind,  da  ja  auch  die  Wahrscheinlichkeit, 
einen  Terno  zu  erraten,  um  vieles  geringer  ist,  demnach  der  in  Aus- 
sicht stehende  Gewinn  erheblich  größer  sein  muß,  als  wenn  von 
vornherein  nur  auf  Ambo  gespielt  wird. 

Zu  bemerken  ist  überdies,  daß  von  jedem  Gewinst  noch  eine 
Gebühr  von  iö%  zu  entrichten  ist  und  dem  Lottogefälle  das  Recht 
Vorbehalten  bleibt,  gewisse  Nummern  zw  sperren,  d.  h.  die  Einsätze 
auf  besonders  stark  besetzte  Zahlen  vor  der  Ziehung  zurückzuweisen. 

Untersuchen  wir  noch,  um  wieviel  sich  die  Genuesischen  Bankiers 
gegenüber  ihren  Spielern  im  Vorteil  befanden. 

Aus  100  Namen  von  5 gezogenen  alle  5 zu  erraten,  hat  die 
W ahrscheinlichkeit 


100  99  ' 98  ’ 97  ' 96  75  287  520 

und  hätte  demnach  nicht  mit  dem  20  OOOfachen,  sondern  mit  dem 
mehr  als  75  000  OOOfachen  Einsatz  entschädigt  werden  sollen. 

Durch  das  Gesetz  vom  3.  Jänner  1913  wurde  eine  allmähliche, 
spätestens  binnen  10  Jahren  gänzlich  durchzuführende  Aufhebung 
des  Zahlenlottos  verfügt  und  die  Regierung  ermächtigt,  an  dessen 
Stelle  Klassenlottcrlen  mit  der  Maßgabe  durchzuführen,  „daß  minde- 
stens 700/o  des  vorgesehenen  gesamten  Spielkapitals  als  Gewdnste 
verteilt  werden”. 

Der  Plan  der  1.  und  2.  deutschösterreichischen  Klassenlotterie 
umfaßte  110  000  Lose,  auf  welche  in  5 Ziehungen  (Klassen)  55  000 
Gewinne  entfallen,  und  zwar 

in  der  1.  Klasse  2 750  Gewinne  über  367  200  K 


2 750 
2 750 
2 750 
44  000 


Summe  55  000 


513  000  . 
709  000  . 
900  000  , 
12  5Ö8  800  . 

15  048  000  K 


Ludwig,  rolitiöche  Arithmetik.  4.  Autl. 


■4 


. tUL.Uh' 
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Die  Einlage  betrug  bei  jeder  Klasse  40  K für  das  ganze  Los, 
10  K für  ein  Viertellos  und  ö K für  ein  Achtellos*).  Das  Spielkapital 
Delief  sich  demnach  auf 

40.5.110  000  = 22  000  000  K 


und  die  Gewinne  auf  68'4»/o  davon. 

Ein  in  der  1.  bis  4.  Klasse  gezogenes  Los  nimmt  an  dem' 
Spiele  in  den  höheren  Klassen  nicht  mehr  teil  In  der  5.  Klasse  er- 
liält  jenes  Los,  auf  welches  der  letztgezogene  Gewinn  von  mindestens 
2 000  K entfällt,  als  Zuschlag  zu  dem  Gewinne  eine  Prämie  von 
700  000  A'**). 

Da  die  Zahl  der  Gewinste  in  den  ersten  4 Klassen  gleich, 
ja  in  der  5.  Klasse  noch  bedeutend  größer  ist,  die  an  der  Ziehung 
teilnehmenden  Lose  aber  mit  jeder  Klasse  naturgemäß  abnehmen, 
wird  die  Wahrscheinlichkeit  des  Gewinnens  für  jede  Klasse  größer 
und  insbesondere  für  die  letzte  ganz  ungewöhnlich  groß  sein,  nämlich 

40-  beziehungsweise  ^ 

Aus  diesem  Grunde  muß  derjenige,  welcher  sich  erst  nach 
der  Ziehung  der  1.  Klasse  am  Spiel  beteiligen  will,  die  Einlagen 
der  bereits  gezogenen  Klassen  nachzahlen.  Dessenungeachtet  ist  es 
klar,  daß  im  Hinblick  auf  das  bei  den  ersten  4 Klassen  allmähliche, 
dann  aber  sprunghafte  Ansteigen  der  Gewinst  beträge  die  Lage  des 
Spielers  mit  jeder  weiteren  Ziehung  eine  günstigere  wird.  So  beträgt 
der  mathematische  Hoffnungswert  eines  ganzen  Loses 


für  die  1.  Klasse 

_ l.und2.Klas 
. I.  bis  o. 

. ,1.-4.  , 

. 1.  ..  5.  , 


2 750 

367  200 

no  000 

" 2 500 

5 500 

880  200 

110  000 

5 500 

8 250 

1 589  200 

110  OüO 

8 250 

1 1 uoo 

2 489  200 

llü  000  ' 

~^11  000  “ 

55  000 

15  048  000 

110  000  ' 

5 5 000  ~ 

3-04  A'od.  8-4% 
a -K  „ 100/ü 
14-45  A'  „ 12«  „ 
22(i3A  , 14-1% 
136-80  A , 68-4«/„ 


d.  Einl. 


I 


Bemerkt  sei  noch,  daß  die  Auszahlung  der  Gewinne  in  der 
Klassenlotterie  gegen  Aushändigung  der  Gewinnlose  ohne  jeden 
Abzug  und  insbesondere  auch  ohne  jede  Gewiungebühr 
erfolgt. 

M Hiezu  tritt  noch  ein  lO'J.jjiger  Manipulationsbeit  ^ag  für  die  Geschäftsstellen.  | 

Diese  Prämie  ist  in  dem  Betrage  von  12  558  800  bereits  enthalten. 
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Wahrscheinlichkeit  in  bezug  auf  die  Lebensdauer  des 
Menschen  (Lebens-  und  Sterbens-Wahrscheinlichkeit). 

Ein  anderes  Gebiet,  auf  -welchem  die  Wahrscheinlichkeitsrechnung 
Anwendung  findet,  ist  die  Lebensversicherung.  Wenngleich  das  Wesen 
derselben  in  dem  folgenden  Abschnitte  noch  des  Ausführlichen  er- 
örtert -\verden  wird,  sei  doch  schon  hier  hervorgehoben,  daß  es  sich 
dabei  im  allgemeinen  um  die  Auszahlung  von  Kapitalien  im  Falle 
des  Todes  oder  des  Erlebens  eines  bestimmten  Altersjahres  handelt. 
Nun  ist  es  aber  unmöglich,  die  voraussichtliche  Lebensdauer,  be- 
ziehungsweise den  Fälligkeitstermin  der  versicherten  Summe  eines 
einzelnen  Menschen  auch  nur  annähernd  mit  einiger  Sicherheit  an- 
zugeben; dagegen  ist  es  eine  Tatsache,  daß  nur  wenige  Menschen 
ein  Alter  von  90  Jahren  und  darüber  erreichen,  ein  ansehnlicher 
Teil  der  Bevölkerung  aber  70  und  60  und  noch  -weit  mehr  Personen 
50  und  40  Jahre  alt  w'erden.  Es  ist  darum  auch  die  Wahrscheinlich- 
keit, daß  ein  Mensch  das  40.  Lebensjahr  erreicht,  erheblich  größer. 


als  daß  er  70  oder  80  Jahre  alt  oder  noch  älter  wird. 

Hat  man  nun  auch  dergestalt  aus  der  Ei-fahrung  die  Tatsache 
geschöpft,  daß  im  allgemeinen  mit  zunehmendem  Aher  die  Wahr- 
scheinlichkeit, das  nächste  Jahr  zii  überleben,  kleiner  oder,  was  meri- 
torisch  das  gleiche  ist,  die  Wahrscheinlichkeit,  im  nächsten  Jahre  zu 
sterben,  großer  ivird,  so  ist  damit  doch  noch  nicht  die  Frage  nach  den 
absoluten  Werten  dieser  Wahrscheinlichkeiten  beantwortet.  Behufs 
möglichst  genauer  Ermittlung  derselben  wurden  sowohl  für  die 
Allgemeinheit  auf  Grund  der  Bevölkerungsstatistik  als  auch  ins- 


besondere von  den  Lebensversicherungs- Gesellschaften  verschie- 
dener Länder  Untersuchungen  über  den  Verlauf  der  Sterblichkeit 
unter  ihren  Versicherten  angestellt.  Bei  diesen  Untersuchungen  wird, 
wie  wir  noch  später  sehen  werden,  das  Beobachtungsmaterial  dahin 
verarbeitet,  daß  genau  konstatiert  wird,  wie  viele  von  einer  be- 
stimmten Anzahl  in  irgend  einem  Zeitpunkte  vorhandener  gleich- 
alteriger  Personen  nach  1,  2,  3 . . . w Jahren  noch  am  Leben  sind. 
Eine  solche,  das  allmähliche  Ahsterben  einer  großen  Anzahl  von  Personen 
veranschaulichende  Darstellung  nennt  man  eine  Absterheordnung  oder 
Sterblichkeitstafel. 

. Die  praktische  Ver-w-ertung  einer  solchen  Tafel  wird  dadurch 
möglich,  daß  die  Versicherungs-Gesellschaften  annehmen,  der  Verlauf 
der  Sterblichkeit  unter  ihren  Versicherten  werde  im  Durchschnitte 
der  gleiche  sein  wie  unter  jenen  Personen,  aus  deren  Beobachtung 
die  Tafel  konstruiert  wurde.  Es  ist  unschwer  einzusehen,  daß  diese 
Hypothese  um  so  berechtigter  sein  wird,  aus  einem  je  umfang- 


16 
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reicheren  Material  die  betreffende  Sterblichkeitstafel  abgeleitet  und  je 
aeueren  Datums  sie  ist.  Dementsprechend  sind  vor  einiger  Zeit  auch  die 
isterreichih;hen  und  ungarischen  Lebensversicherungs-Anstalten  daran 
gegangen,  in  ähnlicher  Weise,  wie  dies  bereits  von  deutschen,  eng- 
lischen, französischen  und  amerikanischen  Gesellschaften  geschehen  ist, 
Absterbeordnungen  aus  Beobachtungen  an  österreichischen  und  ungarischen 
{Versicherten  (österreichisch-ungarische  Sterblichkeitstafeln)  zu  konstruieren. 

Nach  der  auf  S.  20 — 21  der  Hilfs-Tabellen  abgedruckten  Sterb- 
ichkeitstafel  (der  17  englischen  Gesellschaften)  erreichen  von  100  000 
0jährigen  Personen  99  324  ein  Alter  von  11  Jahren,  während  67 G Per- 
ionen im  Laufe  des  Jahres  sterben.  Nachdem  also  von  den  anfangs 
'^orhandenen  nicht  mehr  alle  Personen  im  Alter  11  leben,  kann  man 
üglich  von  einer  Wahrscheinlichkeit  des  10-Jährigen,  das  Alter  11 
u erreichen,  sprechen.  Die  Möglichkeit,  11  Jahre  alt  zu  werden, 
ist  für  alle  10-Jährigen  vorhanden,  sohin  die  Zahl  der  möglichen 
'■■älle  durch  = 100  000  und  die  der  günstigen  Fälle  durch  jene 
Personen  gegeben,  welche  tatsächlich  das  Alter  11  erreichen,  d.  s. 

, jjr=  99  324,  so  daß  die  gesuchte  Wahrscheinlichkeit  darzustellen 
3 st  durch  , 

?io 


99  324  ^ 

7-  = — — ^ = 0-99324. 


100  0 0 


In  ähnlicher  Weise  kann  man  die  Wahr  sei  leinlichkeit  ermitteln, 
(laß  eine  jetzt  10jährige  Person  das  Alter  11  nicht  erlebt.  Die 
ilöglichkeit  zu  sterben,  ist  wieder  für  alle  /jo  Personen  vorhanden, 
Tatsächlich  sterben  im  Laufe  des  Jahres  cZio  = 076  Personen,  demnach 
:st  die  Wahrscheinlichkeit  eines  10-Jährigen,  innerhalb  eines  Jahres 
:u  sterben  (die  sogenannte  Sterbens^Wahrscheinlichkeit)^ 


^ 

^yio  — 7“  — 


676 


10 


100  000 


= 0-00676. 


Das  gleiche  Resultat  erhält  man  natürlich  auch  mit  Hilfe  der 
entgegengesetzten  (Lebens-)Wahrscheinlichkeit: 


^10  — • 1 ^ 1 


99  324 


676 


100  000  100  000 


Wie  groß  ist  die  Sterbe  ns- Wahrscheinlichkeit  des  40-Jährigen? 


(1 


940 


40 


815 


/ 


40 


78  653 


= 0-Ul036. 


Wie  groß  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  daß  eine  jetzt  18jährige 
l^erson  noch  4 7 Jahre  lebt?  — Die  Frage  ist  identisch  mit  jener  nach 
dem  Alter  von  65  Jahren.  Dasselbe  erreichen  von  den  ^ig  = 94  620  Per- 
1 onen  insgesamt  46  754  Personen,  so  daß 
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f,r,  46  754 

0-494  = 0-5. 

(i8  94  620 


Man  nennt  die  Differenz  zwischen  jenem  Alter,  für  dessen  Er- 
reichung die  Wahrscheinlichkeit  V2  besteht  und  dem  gegenwärtigen 
Alter  die  wahrscheinliche  Lebensdauer. 

Wie  groß  ist  die  wahrscheinliche  Lebensdauer  für  eine  25jährige 
Person?  — Da  (25  = 89  835,  müßte,  damit  der  Quotient  V2  betrage, 
im  Zähler  44  918  stehen.  Diese  Anzahl  von  Lebenden  ist  zwar  in  der 
Tafel  nicht  enthalten,  wohl  aber  44  693  ==^  (ec»  so  daß  die  wahrschein- 
liche Lebensdauer  66  — 25  = 41  Jahre  beträgt. 

In  einer  Klasse  befinden  sich  6 17jährige,  25  18jährige,  11  19jährige, 
5 20jährige  und  1 21  jähriger  Schüler:  wde  viele  von  diesen  48  Schülern 
dürften  nach  20  Jahren  vermutlich  noch  leben? 


W = ö 


81  038  , 80  253  , 79  458  , 78  653  , 77  838 

' 94  620  93  945  ' 93  268  ' 92  588 


95  293 

Wie  groß  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  daß  ein  30-Jähriger  vor 
seinem  55.  Lebensjahre  stirbt?  — Die  Frage  ist  identisch  mit  jener, 
das  55.  Lebensjahr  nicht  zu  erreichen,  sohin 


,,  ly,  86  292  — 63  469 

= ■ - f = STiSj—  = 0-265. 


Wie  groß  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  daß  ein  35-Jäliriger  im 
62.  Lebensjahre  stirbt?  — Die  Anzahl  der  günstigen  Fälle  ist  gegeben 
durch  jene  Personen,  welche  als  61-Jährige  im  nächsten  Jahre  (also 
vor  Vollendung  des  62.  Lebensjahres)  sterben,  sohin 


l 


, m\  '61  'OÄ  _ "oi 

935  ) — 7 — j-  — 

Ittr,  Cu?; 


^62 


^61 


26 


1770 


35 


35 


82  581 


= 0-0214. 


Man  kann  die  Aufgabe  aber  auch  mit  Hilfe  der  zusammen- 
gesetzten Wahrscheinlichkeit  lösen,  indem  man  erwägt,  daß  der  Be- 
dingung entsprochen  ist,  wenn  der  3 5- Jährige  das  61.  Lebensjahr 
erreicht  und  der  dann  61-Jährige  vor  Vollendung  des  62.  Lebens- 
jahres stirbt,  somit  , , 


h,  - 1 


62 


35 


Wie  groß  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  daß  von  2 Personen  im 
Alter  von  x und  y Jahren  nach  n Jahren 


a)  beide  leben?  nPxy  — ^~  —7— 


l 


i, 


y + « • 

t 


b)  nur  eine  Person  lebt?  — Diese  Bedingung  ist  erfüllt,  wenn 
entweder  x lebt  und  y gestorben  ist  oder  umgekehrt,  sohin 


l 


w = 


X -f-  »7 


l 


1 


.V  -f* 


l 


l 


*)  Wahrscheinlichkeit,  daß  der  35-Jährige  nach  26  Jahren  im  Laufe  des 
nächsten  Jahres  sterben  wird. 
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Wie  groß  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  daß  von  3 Personen  im 
Alter  von  o;,  y und  s Jahren  nach  n Jahren 

\ 11  1 T.  o A/  + n 

a)  alle  3 leben?  — . — » 

'x  '">/  *2 

I n 1 1 o 4-  n hf  + n f ^ + "A  i 

b)  2 leben?  — 1 -r  v i 


L l 


L 


I + fl  ^z-\-  n f ^ n'\  , + n ^2  + « / , ^x-\-  n^. 

+ ITJ  Z ' 


c.i  mindestens:  2 leben?  «2,3  = ^2  + 


.,1 
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III.  Teil. 


Lebensversicherung. 


Erster  Abschnitt. 

Prämienberechnung. 

§ ^3. 

Sterblichkeitstafeln. 

Bevor  auf  die  verschiedenen  Versicherungskombinationen  ein- 
gegangen wird,  sollen  die  derzeit  gebräuchlichsten  Sterblichkeits- 
tafeln kurz  besprochen  und  die  Art  der  Herstellung  einer  solchen 
skizziert  werden. 

Die  Tafel  der  17  englischen  Gesellschaften  ist  aus  den  Beob- 
achtungen von  beiläufig  84  000  bei  17  englischen  Gesellschaften 
versichert  gewesenen  Personen  abgeleitet  und  wurde  im  Jahre  1843 
veröffentlicht.  Trotzdem  diese  Tafel  ausschließlich  auf  englischem 
Beobachtungsmaterial  beruht,  ist  sie  gegenwärtig  noch  bei  einigen  öster- 
reichischen Versicherungs-Gesellschaften  in  Gebrauch.  Die  neueren 
Anstalten  allerdings  verwenden  zumeist 

die  Tafeln  der  23  deutschen  Gesellschaften.  Dieselben  sind  das 
Ergebnis  der  Untersuchung  von  insgesamt  858  500  Versicherten  bei 
21  deutschen  Anstalten  und  je  einer  österreichischen  und  schweize- 
rischen Gesellschaft  und  wurden  im  Jahre  1883  publiziert.  Durch  mehr- 
fache Zerlegung  des  Materials  wurden  insgesamt  12  verschiedene  Tafeln 
konstruiert,  von  denen  nur  jene  3 hervorgehoben  werden  sollen, 
welche  aus  ärztlich  untersuchten  Personen  abgeleitet  sind,  und  zwar 

die  Tafel  MI  für  Männer 

, „ WI  „ Frauen  und 

, „ MWI  , Personen  beiderlei  Geschlechtes. 

Die  Deutsche  Rentner- Sterbetafel  beruht  auf  dem  bis  zum  31.  De- 
zember 1889  reichenden  Beobachtungsmaterial  von  24  deutschen, 
11  österreichischen  und  3 schweizerischen  Versicherungs-Gesellschaften, 
betreffend  die  bei  ihnen  versichert  gewesenen  16  968  Rentner. 


V 


\ 
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Die  österreichisch-unyarifschen  Sterhlichkeitstafeln  (Absterbeord- 
nunyen aus  Deobacidunycn  an  österrdckischen  und  unyarischen  Ver- 
sicherten)  sind  das  Resultat  aus  den  während  eines  25jährigen  Zeit- 
'aumes  ( vom  1.  Jänner  1876  bis  31.  Dezember  1900)  gesammelten 
Mahrungen  von  18  österreichischen,  3 ungarischen  und  10  in  Öster- 
reich, beziehungsweise  Ungarn  operierenden  ausländischen  Versiche- 
rungs-Gesellschaften und  wurden  in  der  Mitte  des  Jahres  1909  ver- 
iffentlicht.  Das  Gesamtmaterial  der  Tafel  für  Männer  umfaßt  813  421, 
enes  der  Frauentafel  129  500  Zählkarten.  Außer  der  Trennung  nach 
Geschlechtern  wurden  u.  a.  auch  spezielle  Tafeln  für  Todesfall-  und 
solche  für  gemischte  Versicherungen  konstruiert. 


Jede  Versicherungs-Gesellschaft  hält  ihre  Versicherten  so  lange 
n Evidenz,  als  die  Verträge  in  Kraft  stehen;  eine  Lösung  derselben 
cann  erfolgen  entw^eder  durch  den  Tod  oder  durch  den  Austritt  des 
/'ersicherten  bei  Lebzeiten,  worüber  von  jeder  Anstalt  ebenfalls 
Aufzeichnungen  geführt  werden.  Auf  Grund  ihrer  Aufschreibungen 
verden  die  an  der  Herstellung  der  Sterblichkeitstafel  beteiligten  Ge- 
ellschaften,  nachdem  sie  sich  vorerst  auf  einen  bestimmten  Zäldtay 
Zähltermin)  geeinigt  haben  (bei  den  23  deutschen  Gesellschaften  war 
lies  der  31.  Dezember  1875,  bei  den  österreichisch-ungarischen  An- 
halten der  31.  Dezember  1900),  für  jede  bei  ihnen  vor  und  an  dem 
iähltermin  versichert  gewesene  Person  eine  Zählkarte  (oder  einen  fish) 
lusstellen  (Personen,  welche  erst  nach  dem  Zähltermin  beigetreten 
I ind,  bleiben  außer  Betracht,  hingegen  sind  jene  einzubeziehen,  welche 
;.m  Zähltermin  versichert  waren  und  nachher  ausgeschieden  sind). 
Auf  der  Zählkarte  sind  insbesondere  zu  vermerken:  Geburts-,  Ein- 
iritts-  und  Austrittsdatum;  an  Stelle  des  letzteren  ist  bei  den  am 
Uähltermin  vorhandenen  Personen  der  Tag  der  Zählung  einzusetzen. 

. tus  diesen  Daten  wird  das  Eintrittsalter  und  die  Dauer  der  Zu- 
I ehöi’igkeit  zur  Anstalt  (Beobachtungsdauer)  bestimmt  und  auf  den 
Zählkarten  ersichtlich  gemacht,  welche  sodann  von  den  einzelnen 
Gesellschaften  an  eine  gemeinsame  Geschäftsstelle  abgeliefert  werden. 

Um  den  Gang  der  nun  folgenden  Zählung  verständlicher  zu 
machen,  sei  vorerst  daran  erinnert,  daß  man  beispielsweise  für 
( ie  Sterbenswahrscheinlichkeit  des  Alters  20  die  Anzahl  aller  jener 
Personen  benötigt,  welche  in  irgend  einem  Kalenderjahr  bei  den 
j.nstalten  als  20-Jährige  vorhanden  waren  und  jene,  welche  von 
( iesen  im  Alter  zwischen  20  und  21  Jahren  gestorben  sind. 

Es  werden  demnach  sämtliche  Zählkarten  zuerst  nach  Eintritts- 
cltcrn  geordnet;  hierauf  wird  jeder  dieser  Päcke  nach  der  Beobach- 
t ingsdauer  zerlegt.  Trennt  man  die  fishes  jeder  einzelnen  Beobach- 
t mgsdauer  noch  danach,  ob  der  Versicherte  während  des  betreffen- 
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den  Beobachtungsjahres  gestorben  oder  ausgetreten  ist  oder  den 
Zähltermin  erlebt  hat,  so  kann  man  für  jedes  einzelne  Beitrittsalter 
das  folgende  Formular  in  den  Kolonnen  1 bis  4 ausfüllen. 

Eintrittsalter  20. 


Boob  acht  iiiigs- 
dauer 

t 

1 

Anzahl  der 

Summe  der 

1 Ge- 

storbenen 

Lebzeiten 

Ausge- 

schiedenen 

am  Zähl- 
termin 
Vorhan- 
denen 

t!  Kolonnen 
! 2 bis  i 

f, 

Kolonne 
5 von 
unten 

' 

1 

o 

3 

4 

0 

bis  1 Jahr 

j 

1 

t 

„ 2 Jahre 

20^1 

20^*1 

1 7 

) 2un 

9 

M 3 , 

2ü^2 

20^2 

2ü’*2 

20^2 

20^2 

3 

..  4 , 

2t)  "^3 

3 

• 

20^3  ' 

20^3 

• 

* 

1 

Es  bedeutet  also  beispielsweise  ,0^^^  Anzahl  jener  Peisonen, 
welche  als  20-Jährige  eingetreten  und  im  3.  Beobachtungsjahre  ge- 
storben, 20^-3,  welche  im  4.  Beobachtungsjahre  freiwillig  ausgetreten 
sind  und  2o^'o,  welche  als  20jahrig  eingetreten  sind  und  im  Zeitpunkte 
der  Zählung  das  1.  Jahr  unter  Beobachtung  standen. 

Sind  diese  Eintragungen  für  alle  Eintrittsalter  vollendet,  dann 
benötigt  man  die  Zählkarten  nicht  mehr.  In  jedem  Formular  wird 
nunmehr  aus  den  Kolonnen  2,  3 und  4 die  Horizontalsumme  gebildet 
und  in  Kolonne  5 eingesetzt.  Auf  diese  Art  erhält  man  beispielsweise 
in  die  Anzahl  jener  Personen,  welche  mit  20  Jahren  beigetreten 
sind  und  bei  der  Anstalt  länger  als  2 und  kürzer  als  3 Jahre  ver- 
sichert waren,  sei  es  nun,  daß  sie  im  3.  Jahre  entweder  gestorben 
oder  ausgetreten  oder  am  Zähltermin  lebend  vorhanden  sind.  Nun 
addiert  man  Kolonne  5 von  unten  und  setzt  die  bezüglichen  Summen 
in  Kolonne  6,  so  zwar,  daß 


5' 


J 


3- 


— 20^0  “T  20^1  ~h  20^2  T 20^3  “f“ | 

20^'l  — 20^1  "T  20^2  T"  'joh  ”T  ' ' ‘ * i 

20^2  — 20^2  ^ 20^3  2oU  • | 


bis  .0^/0 


wobei  n die  längste  Beobachtungsdauer  des  betreffenden  Eintritts- 
alters vorstellt. 

Bildet  man  nun  den  Quotienten  — so  enthält  derselbe  im 

20^0 

Nenner  die  Anzahl  jener  Personen,  welche  beobachtet  wurden  während 
0 bis  1,  1 bis' 2,  2 bis  3,  . . . Jahren,  das  sind  überhaupt  alle  Per- 
sonen, welche  als  20-Jährige  eingetreten  sind  und  der  Zähler  die 
Anzahl  der  hievon  im  1.  Jahre  Gestorbenen^  der  Quotient  bedeutet 
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demnach  die  Wahrscheinlichkeit  des  l^O-Jährigcn,  im  1.  Versicherungs- 
iahr  zu  sterben.  Desgleichen  ist  die  Wahrscheinlichkeit  des 

^ 20^'l 

20- Jährigen,  im  2.  Versicherungsjahre  zu  sterben,  denn  ao^t  sind  alle 
Personen,  welche  mindestens  l Jahr  lang  unter  Beobachtung  standen 
und  20^1  jene,  die  nach  1 jähriger  Beobachtungsdauer  gestorben 
sind.  In  analoger  Weise  erhielte  man  aus  dem  das  Eintrittsalter  21 
zur  Darstellung  bringenden  Formular  die  Wahrscheinlichkeit  des 

21- Jährigen,  im  1.,  im  2.,  im  3.,  ....  im  n*«“  Jahre  zu  sterben. 

Nunmehr  macht  man  von  der  Hypothese  Gebrauch,  daß  es  gleich- 
gütig  sei,  ob  z.  B.  der  20-Jährige  im  3.  odea-  der  21- Jährige  im  2. 
oder  der  2 5- Jährige  im  1.  Versicherungsjahre  stirbt,  weil  es  sich 
in  allen  drei  Fällen  um  die  Wahrscheinlichkeit  des  22-Jährigen,  im 
nächsten  Jahre  zu  sterben,  handle. 

Zur  Bildung  dieser  Durchschnittswerte  überträgt  man  die  Ziffern 
der  Kolonnen  2 und  6 in  folgende  Summartabelle: 


Beobaclitungsalter 


K lKol.ti'Kol.6  Kol. 3 Kol. & Kol. 2 Kol. 6 Kol.tJiKol.B  Kol. 2 Kol.6,Kol.2jKol.6|iKol.2|Kol.G 


20  I ?oVo  ^ 20^^  j 2U^1  2u'^2  20^2  | 20^3  2U®3  i 2t>’^4  201^5  2u’ä  | 2u'*’g  j 

21  d.,Q  ^20  , 21^n  ' 21^0  21^1  I 2r’l  j 21^2  , n®2  21^3  21®3  21^4  21^4  l'  21^5  2r’ö 

22  j ! !|  dji  ?21  22^0  ' i 22^1  I 22^1  ' 22^2  2J'’l  32'*^3  j 22*3  I 22'^4  22*4  , 

:■  , I 1,  I !! 

, 23  I «2'2  ^23  33'^ü  ' 23*1  23'*^2  j 23*2  ■ 33'*^3  23*3  j 

24  ^ ^ ^23  ' 24^1)  ?4*n  2i'^l  I 24*1  ! 24**^2  24*2  j! 

. i . . |i 

(^24  ^24  ’ 

Hiebei  bedeutet  D eobachtungsalter  das  um  die  Beobachtungs- 
dauer vermehrte  Eintrittsalter;  im  übrigen  sind  die  in  dem  früheren 
Formular  in  den  Kolonnen  2 und  6 untereinander  stehenden  Werte 
hier  nebeneinander  angeordnet. 

Fragen  wir  nun,  welche  Bedeutung  beispielsweise  den  beim 
Beobachtungsalter  23  in  den  beiden  Vertikalkolonnen  eingesetzten 
Werten,  beziehungsweise  der  Summe  derselben;  Lsj  beziehungsweise 
zukommt.  — In  Kolonne  6 sind  verzeichnet  alle  im  Alter 

20  Beigetretenen,  die  mindestens  3 Jahre  unter  Beobachtung  standen 


23  „ ^ kein  ganzes  Jahr  „ „ ^ 

demnach  sämtliche  Personen,  welche  überhaupt  als  23-Jährige  vor- 


It 
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banden  waren.  In  Kolonne  2 sind  enthalten  die  Anzahl  der  aus  den 

20- Jährigen  nach  3 Jahren  (im  4.  Jahre)  Gestorbenen. 

2 1 . . 2 „ 

22  „ ,1  Jahr 

23  , im  1.  Jahr  der  Beobachtung  „ 

sohin  insgesamt  jene  Personen,  die  zwischen  den  Altern  23  und  24 
gestorben  sind. 

Die  Werte  Jao.  ''4i,  usf.  geben  also  schon  die  Zähler  und 

hi  usf.  die  Nenner  der  Sterbens- Wahrscheinlichkeiten  des  20-, 
21-,  22-Jährigen  usw.  Diese  empirischen,  noch  ziemlich  unregelmäßig 
verlaufenden  Werte  werden  sodann  behufs  Erzielung  eines  möglichst 
gleichmäßigen  Verlaufes  noch  entsprechend  amgegUvhai  und  führen 
dann  zu  den  endgiltigen  Sterbenswahrscheinlichkeiten.  Ein  Vergleich 
derselben  nach  den  vier  erwähnten  Sterblichkeitstafeln  ist  am  Schlüsse 
der  Hilfs-Tabellen  gegeben. 

Will  man  nun  beispielsweise  aus  den  Sterbens-Wahrscheinlieh- 
keiten  der  2'afel  der  23  deutschen  Gesellschaften  die  bezügliche  Ab- 
sterbeordnung ableiten,  so  hat  man  folgendermaßen  vorzugehen: 

Wird,  wie  dies  allgemein  geschieht,  von  einer  runden,  möglichst 
großen  Anzahl  von  Lebenden  (100  000)  beim  Anfangsalter  ausgegangen, 
so  ist 

efoy— /ao  • = • 0-00919  = 919,  sohin 

Z,i  = ZjQ  — d.,a  = 100  000  — 919  ==  99  081. 

Desgleichen  folgt  für 

d-2i^hi  ■ 521  = 99  081  . 0-00917  = 908  und 
hi  = hi— du  = 99  081  — 908  = 98  173  usf. 

Die  in  vorstehender  Weise  abgeleiteten  Sterblichkeitstafeln 
heißen  Aggregat-  oder  Durchschnittstafda  zum  Unterschiede  von 
sogenannten  Selcht-  oder  Auslcsctafeln,  bei  welchen  die  Sterbens- 
Wahrscheinlichkeiten  nicht  nur  nach  dem  Alter,  sondern  auch 
nach  Versicherungsdauern  abgestuft  sind.  Tafeln  der  letzteren  Art 
haben  auch  die  österreichisch -ungarischen  Versicherungs- Gesell- 
schaften konstruiert,  stehen  aber  derzeit  in  Österreich  noch  nicht 
in  Verwendung,  so  daß  von  einer  Besprechung  derselben  Umgang 
genommen  wird. 

Nunmehr  w'enden  wir  uns  den  einzelnen  Versicherungskom- 
binationen selbst  zu. 

a)  Leibrenten-Versicherung. 

§ 46. 

Unmittelbare  lebenslängliche  Leibrenten. 

Unter  einer  Leibrente  versteht  man  eine  2>c’riodisch  iciederhchrende 
Zahlung  an  eine  ganz  bestimmte  Person.  Je  nachdem  das  Bezugsrecht 


r 
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Leibrenten. 


erst  mit  dem  Tode  oder  schon  bei  Erreichung  eines  bestimmten 
Alters  endet,  unterscheidet  man  lebenslä7igliche  und  ahgehürzte  (tem- 
porih'e)  Leibrenten  und  mit  Beziehung  auf  die  Fälligkeit  der  1.  Rate, 
ebenso  wie  bei  den  im  § 12  besprochenen  Zeitrenten,  unmittelbare 
und  aut  geschobene  Leibrenten. 

Nehmen  wir  an,  eine  x-jährige  Person  versichere  eine  jeweils 
am  Jahresanfang  im  Betrage  1 lebenslänglich  zahlbare  Rente,  dann 
wird  sich  der  gegenwärtige  Wert  derselben  folgendermaßen  dar- 
stellen: 

Die  erste  Rate  im  Betrage  1 ist  sofort  fällig;  die  Zahlung  der 
2.  Rate  findet  nur  dann  statt,  wenn  die  versicherte  Person  nach 

einem  Jahre  noch  lebt.  Hiefür  besteht  die  Wahrscheinlichkeit 
so  daß  sich  der  mathematische  Hoffnungswert  der  2.  Zahlung  dar- 
stellt als  — j— Lebt  die  Person  am  Anfänge  des  3.  Jahres  — die 


Wahrscheinlichkeit  dafür  ist  — so  wird  wieder  der  Betrag  1 

fällig;  sein  Wert  im  Zeitpunkte  des  Vertragsabschlusses  ist  demnach 
In  ganz  analoger  Weise  sind  die  Hoffnungswerte  der  folgenden 
Zahlungen  zu  bilden,  unter  anderen  auch  der  im  Alter  99  fülligen 
Rate  mit  - • 

' X • 

Das  Alter  100  erlebt  nach  der  auf  S.  18  und  19  der  Hilfs- 
Tabellen,  Kol.  2 enthaltenen  Sterbetafel  keine  Person  mehr,  sohin 
sind  die  Hoffnungswerte  für  die  Alter  von  100  aufwärts  gleich  Null. 
Der  Wert  der  abzuleitenden  Leibrente  ist  demnach 

I f 1 l.cAS  I 

usf.,  solange  die  Tabelle  noch  Lebende  aufweist. 


Setzt  man  -=r,  ^ = . . . , und  multipliziert  Zähler  und 

r r- 

Nenner  jedes  Summanden  mit  v'^,  dann  folgt 


= T~  4“  


v-^ . l 


Die  Produkte 


von  der  Form  .h-  bezeichnet  man  mil  dem  Symbol  I).c, 

V I)  » y * • 1 1 ••  n •"  T)  1 I 

oder  allgemein 


von  der  Form 


J’  V! 


u 
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und  nennt  sie  die  (auf  den  Zeitpunkt  der  Geburt)  diskontierten  Zahlen 
der  Lebenden  (vom  Alter  x,  beziehungsweise  x + 1 oder  allgemein 
X -f-  m).  Man  erhält  dann  für 

~ Dx 

Die  Summen  von  der  Form 

I)^-^  + Z>x  + 2 + Schluß  der  Tabelle) 

drückt  man  durch  das  Symbol  Nx  aus,  beziehungsweise 

+ durch  Nx^„, 

und  nennt  sie  die  Summen  der  diskontierten  Zahlen  der  Lebenden 
(vom  Alter  x,  beziehungsweise  x -f  ni),  so  daß  schließlich 

Nx 

Es  ist  leicht  ersichtlich,  daß  auf  die  Größe  des  Resultates  die 
Höhe  des  Zinsfußes  einen  erheblichen  Einfluß  ausübt.  Denkt  man 
sich  in  der  2.  Gleichung  Zähler  und  Nenner  eines  jeden  Summanden 
durch  dividiert,  dann  verbleibt  als  gemeinsamer  Nenner  Z.v,  und 
r,  beziehungsweise  j)  kommt  nur  mehr  in  den  Gliedern  des  Zählers 
vor.  Je  größer  nun  p angenommen  wird,  desto  kleiner  wird  der 
Wert  jedes  Summanden  und  sohin  auch  von  a^:;  umgekehrt  ver- 
ursacht eine  Verminderung  des  Zinsfußes  eine  Zunahme  des  Renten- 
wertes. Die  österreichischen  Versicherungs-Gesellschaften  legen  gegen- 
w’ärtig  ihren  Berechnungen  ausnahmslos  einen  Zinsfuß  von  4 odei 
3^2%  zugrunde,  jedoch  obwaltet  das  Bestreben,  allgemein  zu  letzterem 

überzugehen. 

Auf  Grund  eines  3V2%igen  Zinsfußes  ist  auch  die  Kolonne  3 
der  Deutschm  Scniner-Sterhetafel  der  Hilfs-Tabellen  ermittelt,  welche 
bei  den  zunächst  folgenden  Aufgaben  verwendet  wurde.  Hinsichtlich 
der  in  den  einzelnen  Kolonnen  enthaltenen  Werte  sei  nur  bemerkt, 

daß  Kolonne  3 Td.  = — = durch  Division  der  Zahlen  aus 


daß  Kolonne  3 ^ j durch  Division  der  Zahlen  aus 

Kolonne  2 durch  die  bezüglichen  Potenzen  von  1‘035,  beziehungs- 
weise Multiplikation  mit  den  entsprechenden  Werten  der  Tabelle  II 


Z.  B.  iJnn  = 


1-035«» 


0-35Ö27841 . 98  199  = 34  982 


erhalten  und  Kolonne  4 aus  Kolonne  3 derart  gebildet  wurde,  daß, 
vom  höchsten  .Alter  (99)  ausgehend,  zu  den  Werten  von  Dx  immer 
der  unmittelbar  darüberstehende  Wert  hinzugezählt  wui'de,  also 

Ngs  = 7A,8  + ==  -r  = 1 0990  + 0-19910  = 1-2981 

N„  D,,  i-  /A,8  -f  /A...,  = A.T-r^^4.8  ==  ^'10^6  ^ 1-2981  ==  4-4Ü17 
N.,6--A,,  + N,,t-=07326  J-4-4G17-=ll-1943  usf. 


Leibrenten. 


Welchen  Wert  repräsentiert  eine  lebenslänglich  pränumerando 
im  Betrage  1 zahlbare  Leibrente  eines  50-Jähingen? 


N50  _ 238  213 
~ 15  538 


= 15-333. 


Die  Werte  für  a.v  können  den  Hilfs-Tabellen  (S.  18  und  19, 
letzte,  beziehungsweise  voidetzte  Kolonne)  unmittelbar  entnommen 
werden. 

In  welcher  Weise  unterscheidet  sich  die  vorychüstsige  Leibrente 
von  der  nach  ach  iL'^sig  zahlbaren? 

Bei  der  letzteren  — dieselbe  wird  mit  bezeichnet  — ist  die 
erste  Kate  nach  einem  Jahre  fällig,  sofern  der  Versicherte  lebt,  die 
zweite  Rate  nach  zwei  Jahren  usf.,  so  daß 


/.r  -i- 1 1 -u  2 t 


r 


(bis  zum  Schluß  der  Tabelle) 


D r - l) 


“ ' “ ' ~ Ox  ~~  K 

Z>.  ‘ 

Nachdem  auch  beim  Versicherungsvertrag  die  Leistung  des  Ver- 
sicherten der  Gegenleistung  der  Anstalt  gleich  sein  muß,  so  wird 
der  Wert  der  Leibrente  auch  jenes  Entgelt  darstellen,  welches  der 
Versicherungsnehmer  der  Anstalt  für  den  Bezug  dieser  Rente  zu  ent- 
richten hat  und  welches  man  Prämie  nennt.  Je  nachdem  diese  ein- 
malig oder  während  einer  Reihe  von  Jahren  bezahlt  wird,  spricht 
man  von  Einmah  und  von  Jahresprämien,  Die  sofort  beginnende 
Leibrente  kann  natürlich  nur  gegen  Einmalprämie  versichert  werden, 
da  andernfalls  Prämien-  und  Rentenzahlung  gleichzeitig  stattfänden. 

Der  50-Jährige  hätte  demnach,  um  alljährlich  bis  zu  seinem  Tode 
eine  Postnumerando-Reute  von  1 K beziehen  zu  können,  eine  ein- 
malige Einlage  von  14*33  K zu  leisten.  Die  Versicherungs-Gesellschaft 
kann  sich  jedoch  mit  dieser  rechnungsmäßigen  oder  sogenannten  Netto- 
prämie  nicht  zufrieden  geben,  sondern  ist  bemüßigt,  behufs  Deckung 
sowohl  der  mit  dem  Abschluß  des  Vertrages  verbundenen  Kosten 
als  auch  der  laufenden  Regie  noch  einen  Verwaltungskosten-Beitrag 
oder  licgiezuachlag  einzuheben.  Derselbe  liegt  zwar  im  Belieben  der 
Anstalt,  wird  sich  aber  im  allgemeinen  ganz  von  selbst  regulieren, 
denn  ist  er  zu  groß,  so  werden  die  hoben  Prämien*  den  Abschluß 
von  Geschäften  (die  Akquisition)  erschweren,  ist  er  aber  zu  klein,  so 
läuft  die  Anstalt  Gefahr,  einen  Regieverlust  zu  erleiden. 

Nehmen  wir  an,  der  Regiezuschlag  betrage  10%  der  Nettoprämie, 
dann  wird  die  vom  50-Jahrigen  effektiv  zu  entrichtende,  um  den  Regie- 
zuschlag vermehrte  Nettoprämie,  oder  wie  man  sie  kurzweg  nennt, 


I Kr 


])  r a.  1 -f"  Ex  -I-  2 “t“  • • ' 
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die  Brutto-  oder  Tarifprämie 

14*33  + 1*43  = 15*76  K 

ausmachen. 

Welche  Bruttoprämie  hat  ein  5 5- Jähriger  für  eine  lebenslänglich 
im  nachhinein  zahlbare  Leibrente  von  jährlich  1200  A zu  leisten,  wenn 

l27ü  Regie  berechnet  werden? 

Die  Nettoeinlage  für  die  versicherte  Rente  ^1”  ist 

«55  = 355-1-  12-638  K 

hiezu  12“  0 Zuschlag l-'^ll'  b 

sohin  Bruttoprämie  für  die,  Rente  ,1”  . .14-155  K. 

Nun  ist  folgender  Kettensatz  aufzustellen : 

X- X Prämie  kosten  1200  X Rente, 
wenn  1 X'  Rente  14- 155  X'  Prämie  erfordert? 

x=  16  986-—  K. 

Ein  6 3- Jähriger  leistet  für  eine  lebenslänglich  postnumerando 
zahlbare  Leibrente  eine  Einlage  -\'on  20  000  X.  Wie  groß  ist  die  -ver- 
sicherte Rente  bei  lO“/oigem  Zuschlag? 


77  184-1 


= 9 7782  X 


D,.,3  7893-5 

-r  10%  0-9778  . 

Bruttoeinlage  für  1 X Rente  10-7560  X. 

Da  jetzt  nach  der  Rente  gefragt  wird,  lautet  der  Kettensatz: 

X K Rente  [ geben  20  000  K Einlage, 
wenn  10  756  K Einlage  ' 1 X Rente  gewähren? 

I 

20000  , 

^ _ = 18o9*43  7v. 

10*756 


Der  6 3- Jährige  erhielte  also  in  einer  Rentenanstalt  seineEinlage,die 

. , . 185  943  . ^ 

allerdings  nicht  zurückgezahlt  wird,  mit  9q  qqq  — 9*29 o verzinst. 


= 1840-8  K.  — Die  Unrichtigkeit  liegt  darin,  daß  der 


Es  wäre  natürlich  unrichtig,  die  versicherte  Rente  etwa  derart  zu  ermitteln, 
daß  man  von  der  Einlage  den  lO^^^igen  Zuschlag  in  Abzug  brächte  und  dann  durch 
die  Xettoprämie  für  die  versicherte  Rente  dividieren  würde.  Man  erhielte  in 

diesem  Falle  = 1840-8  K.  — Die  Unrichtigkeit  liegt  darin,  daß  der 

0 7782 

Zuschlag  lO'^/ft  von  Kettopvämie  ausmacht,  die  20  000  K jGdoch  eine 

vorstellen  und  lO'^^o  davon  natürlich  einem  größeren  Zuschlag  als  lU^/n  gleich- 

kommen.  Will  man  das  Resultat  nicht  aus  der  Brutto-,  sondern  aus  der  Nettoprämie 

(9*7782)  abieiten,  dann  muß  man  vorerst  die  geleistete  Einlage  in  die  richtige  Netto- 

einlagc  überführen.  Dieselbe  resultiert  aus  der  Gleichung 

20  000  ^ , 18  181*81  ,,, 

^ -j-  01  = 20  OüO  mit  ic  = - ^ 18  181*8)  und  43. 


I 


I 


t 
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§ -17. 

Aufgeschobene  und  abgekürzte  Leibrenten. 

Ist  die  Rente  „1”  erstmalig  k Jahre  nach  Vertragsabschluß  und 
dann  lebenslänglich  in  Intervallen  von  je  einem  Jahre  zahlbar,  so  ist 
ihr  gegenwärtiger  Wert,  beziehungsweise  ihre  Netto-Einmaiprämie 


a°*  = 


V 


V 

X 

,x^/c  ^ l 


V^'  . l 


;k  f 1 _£d^-±l  . ^H-2  + . . 

N.+, 


V-^  . i 


D 


Welche  einmalige  Einlage  hat  ein  40jähriger  Mann  für  eine  nach 
20  Jahren  beginnende  und  dann  lebenslänglich  zahlbare  Leibrente 
von  jährlich  1500  K unter  Zugrundelegung  eines  Regie- 

zuschlages zu  leisten? 


20  ^40 


N_6. 

/?40 


111  786-3 

-äm— 

4-7S'%  0-3538 


Bruttoprämie  für  1 Ä' Rente 5-0717  K 

” 1500  r.  - 7007-6  , 

Die  aufgeschobene  Leibrente  kann  auch  durch /«7/rlicÄe  Prämien- 
TÄihlun^  erworben  werden,  und  zwar  dergestalt,  daß  entweder  während 
der  ganzen  oder  nur  während  eines  Teiles  der  Aufschubszeit  (auch 
^\  artezelt  oder  Karenz)  alljährlich  eine  gleich  große  Prämie  entrichtet 
wird.  --  Nehmen  wir  zunächst  an,  für  eine  nach  k Jahren  beginnende 
lebenslängliche  Leibrente  im  Betrage  1 des  ..-Jährigen  werde,  und 
zwar  wie  dies  bei  jährlicher  Prämienentrichtung  stets  der 
Fall  ist,  jeweils  im  vorhinein  die  Nettoprämie  P^  während  der 
ganzen  Karenz  bezahlt,  dann  stellt  sich  der  Wert  der  Einzahlun^r 
des  Versicherten  dar  durch 


P. 


L 


P-F.-c  + ^.P^.v^ 

Lx 


Hier  ist  die  und  zugleich  letzte  Prämie  zu  Beginn  des 
Versicherungsjahres  fällig;  die  Wahrscheinlichkeit,  daß  der  a:-jährige 

sohin  der  Hoff- 


Rentner  in  diesem  Zeitpunkt  noch  lebt,  ist 


L 


lungswert  der  letzten  Prämienzahlung  ^ 

Die  Leistung  der  Anstalt  — eine  avfgescitobene  Leibrente 

vird  durch  die  Art  der  Prämienzahlung  nicht  beeinflußt,  darum  folgt 

Vide  Fußnote  S.  30. 


Li 
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beziehungsweise 


1-  — 1 / 

V-.T 


jr-i-l  —I 


'x  + * 

D^’ 


1\- 


Dj.  -t-  Dx  -I- 1 ~r  Dx  ‘2  “h 


-j-  Dx  + k- 1 ^ Nj. 4J. 

~ I).  ' 


Nun  ist 


Px  + i-r  Dx  + -z-\- r iJx  + h + — 

J'l.r-t-l-  -j-  J _p  . . 

sohin  N.r  N.^ 4. t ^ 2 -g -|-A4x4-i  — 1 und 

/J  4-t  Nx^.^. 

-'»•  — ^ I)  ' schließlich 


i und 


p l’x-f-l 

~ n V — n . 


X -P  P 


Ist  die  Prämienzahlungsdauer  j < k,  dann  wird  sich  P^  aus  der 
Gleichung  bestimmen 

p -^x  Dx  ~ 1 + Dj  + 2 -j 1-  Dx^i~i Nx  h 

Dx  ^ '~^Dx  ® 

1)  4- 1- 

\ \ X ■’ 

-•’.r 

Ein  42jähriger  Beamter  leistet  für  eine  mit  dem  vollendeten 
65.  Lebensjahr  beginnende  und  dann  bis  zum  Tode  zahlbare  jährliche 
Leibrente  während  der  ganzen  Aufschubszeit  eine  Jahresprämie  von 
300  A;  Wie  groß  ist  die  versicherte  Rente,  wenn  15“  o Zuschlag  in 
Anrechnung  gebracht  werden? 

x=  42,  k—)  = 23, 


Nx,  — N, 


_ 69  772-9 

389  993  — ^69”772-9 


P,,  ~ = _ n-?i  78Q I 1 Nettoprämie  für 

N43  389  993  69  772‘9  j die  Einheit 

0 032684  Zuschlag 

0 3505T»  i Brutto- 

I prämie  für  ,1” 

X K Rente  geben  300  K Jahrespräniie, 
wenn  0-250575  K Prämie  i 1 K Rente  geben? 

300 

^="7To-n---  =1107-25  K. 

0-2o0o7o 

Welche  Prämie  müßte  der  Beamte  für  dieselbe  Rente  bei  der 
gleichen  Anstalt  durch  18  Jahre  bezahlen? 

p 69  772-9 

N42  — Nßo  389“993  — I1T786Ö3  ~ 

0-037619  150y  Zuschlag 

0-288414 

Ludwig,  rolitische  Arithmetik.  4.  Aurt.  o 
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X K Prämie  i kosten  1197  25  K Rente, 
wenn  1 K Rente  j 0 288414  K Prämie  erfordert? 

.»■  = 0'288414. 1197-25  = 345-30  K. 

Es  ist  die  einmalige  Xettoprämie  eines  a;-Jährigen  für  eine  durch 
? Jahre  j^ostnimei-ando  zahlbare  Leibrente  von  jährlich  1 zu  bestimmen. 

Die  Mise  dieser  tempoi'ären  Leibrente  wird  in  analoger  Weise  zu 
t rmitteln  sein,  wie  der  Wert  der  jährlichen  Prämienzahlung  bei  der 
£ ufgeschobenen  Leibrente,  denn  auch  diese  Einzahlungen  stellen  eine 
fbgekürzte,  allerdings  im  vorhinein  zahlbare  Rente  im  Betrage  Px  vor. 
1 'emnach  ist  die  zu  suchende  Einmalprämie 


l 


n^JT 


l 


I 


l 


X -f*  3 


'x-\-  tt 


n 


V^+Klx  + l , + .1x4-2  I , r^  + ’*./x4-„ 

H -.-7 1 h - 


Ix  V^.  L 

+ 1 4"  Px  + 2 “4  Px  3 4~ 


p 


. Ix 

Px->tn  Xj.  4.  1 Nj.  i H _ 1 

“ P. 


Ein  fiOjähriger  Mann  leistet  eine  Einlage  von  30  000  K und  will 
dafür  eine  bis  zum  85.  Lebensjahre  postnumerando  zahlbare  Leibrente 
erwerben.  Wie  groß  ist  dieselbe  bei  lOVoigem  Zuschlag? 


Xgi  Xg6 

ISjÖGO r,  ^ 

-''60 


102  365-1  — 170-2-47 
9421-2 


10-6847 


1-Q685  10%  Zuschlag 

= 30  000: 11-7532  = 2552-50  K. 


Vergleicht  man  dieses  Resultat  mit  dem  auf  S.  30  erhaltenen, 
s)  sieht  man,  daß  der  60-Jährige  für  eine  Einla.ge  von  30  000  K eine 
durch  25  Jahre  zahlbare  Rente,  und  zwar  in  der  Sparkasse  im  Be- 
t age  von  1820-22  Ä,  bei  einer  Versicherungs-Gesellschaft  aber  im 
betrage  von  2552  50  K erhält.  ' 


Daß  die  Leistung  der  Sparkasse  hinter  jener  der  Rentenanstalt  erheblich 
z irückstehen  muß,  ist  auch  unmittelbar  einzusehen;  denn  stirht  beispielsweise  der 
Rentner  nach  5 Jahren,  dann  ist  die  Versicherungs-Geselli^chaft  jeder  Verpflichtung 
U dig,  die  Sparkasse  aber  würde  noch  die  um  die  5 Raten  ä 1820*22  -K*  verminderte 
E nlage  zuzüglich  der  Zinsen,  also  mehr  als  25  000  K auszufolgen  haben. 


Es  entsteht  nun  die  Frage,  welches  Alter  müßte  der  Rentner 
n indestens  erreichen,  damit  die  Versicherung  einer  Leibrente  für 
il  n vorteilhafter  ist  als  die  Sparkasseeinlage?  Dies  wird  offenbar 
d mn  der  Fall  sein,  wenn  der  Wert  der  auf  den  Zeitpunkt  des  Todes 
a ifgezinsten  Anstaltsleistungen  gleich  (oder  größer)  ist  dem  Werte 
dir  von  der  Sparkasse  erhaltenen  aufgezinsten  Zahlungen  zuzüglich 
d ;s  bei  derselben  noch  aufrechten  Guthabens. 


:nt./ 
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Die  bezügliche  Bedingungsgleichung  ist  demnach: 


2552-5  [i-*-i-j-?-'--2  + j''^-3-| |_r 


>1820-22  (j-'- |_r-j-  ij-j- 

-r  30  000  r*  — 1820-22  (r^-i  -(-  -j 1_  r -f  1), 


«.r 


2552-5— 000  r-^. 


2552-5 


(r^ — 1)>  (r  — 1)  r'. 


30  000 

beziehungsweise 

0-08508  7’^ — 0-08508  > 0 035  r-^  oder  (0  08508  — 0-035)  ^ 0-Ö8508 

und  hieraus  folgt 

% 0-08508  — loff  0-05008 
log  ro35 


X 


> 154. 


Wenn  also  der  60- Jährige  noch  16  oder  mehr  Jahre  lebt,  er- 
scheint im  gegebenen  Falle  ein  Rentenvertrag  vorteilhafter  für  ihn 
als  eine  Sparkasseeinlage. 

§ 48. 

Veränderliche  Leibrenten. 


Es  ist  der  Wert  einer  mit  dem  Betrage  K beginnenden,  dann 
/«-mal  jährlich  um  d ansteigenden  und  hierauf  mit  dem  erreichten 
Maximalbetrag  bis  zum  Tode  zahlbaren  nachschüssigen  Leibrente 
zu  bestimmen. 


(V  Ox) 


l 


1 


l 


jP-  ■ Ä • V -|  • (AT  -f-  J) . -j — (A’  -(-  2 J) . . -f- 

Ix  tjj 


x+3 

r 

X 


-r 


u*  -f  tn  ^ 1 


h 


[ K m d)  ■ * -j- 


l 


X + wi  -{-  2 


• {K  4*  d) . I?’”  ~ 2 _j — 


= [(Ar-ü)  + j] 


v^  + Klx  + i 


[(Ar-j)-+-2j]’il^44^  + --- 


‘ ^ ^X  l 

w*  -p  1 7 

• • + [(A^  - J)  + (,«  + 1)  Ü-]  . "L 


+ [(^'— <3)  + (m  + l)ü]  [ 


Ix 

V^  + m+  2 


v-^ . l 


w-f  2 j_ 


-1 

^ VPlx  '■■■] 

= ( A'  — ö)  ■^■'-+1  + ^^  + 2 + [-  Px-^m-\-i  +Px-i-m-^ 


P 


4- 


p 


^Px  + i^2Px  + ^-\ rm-Px  + r.^(m^l)(lJx.u^^,-jD-.^...  ..-f...) 

Px  ^ 

4~  -4  1)  + m I Ö ■ Z 

Px  “ ’ 

wobei 


2 Px  + l j-  2 Px  + i-\-  ^ Px  + S-\ \-mPxx.xi- 


9* 
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Die  Reihe  kann  auch  durch  folgende  m horizontale  Gleichungen 
dargestellt  werden: 

Djc^X  4"  4”  + 3 4“  ■ ■ • 4“  N;r-r"i4-  I 

4”  + S 4"  ■ ’ * 4~^  ^ — ~ Nx  + 2 ^x  -f  m-f-  1 

Dx-y3  4"  ' * ’ *4  Nx-|-3  Nx-}-wi  i 


J^x-\-ni ^x-f-«*  ^x-j-tn-f-  1 

X-U2  4 Nx+3  H — 4 


e = ^x+i4N 
Bezeichnet  man  die  Reihen  von  der  Form 


>x  + m 4- 1 


Die  Doj^pcl- 
anrnmen  der 


^x+ 1 4 ^^*2  H“  Nx4_3 -p  • • • mitSx4i 

oder  Xx-f-m-f- I + -f- 2 4”  ^ - -i"*”  + 3 4~  ’ ' ‘ 
diskontierten  Zahlen  der  Lebenden  (vom  Alter  x‘41>  beziehungsweise 
2;  — m -p  1),  dann  ist 

— 1 ~V~  ^x -f-2  1^  ^x  + 3 "4  * ■ ’ ”i~  ^x  + m — " S c -t-  1 ^x  4-w»  + lj  SO  daß 

{L  — f)  Nx-|_  4 i ) Nx4-w  + 1 4 ^(Sx+  1 — Sx-f-m-rl — ^^il^x4-m  + 1) 

- - - ■■  D, 

(A'—6)Nx^i  40(8x4-1  — Sx  + .^i  4Nxf.»-,) 


(V  cO  = 


D 


Nx^  1 -f  ^X4-g  4 ^ 


X -f*  3 


N. 


m 


N 


x-f- 


und  da 


i=S,,..  ,-S. 


m. 


S 


’x-f-  m -r  1 


ist  schließlich 


(v«4 


(5)N^^,  +ö(S,_i-  S,r^™_o) 

IJ. 


Bemerkt  sei  nur,  daß  die  Kolonne  der  (vorletzte  Kolonne 
auf  S.  18  und  Fortsetzung  auf  S.  19  der  Hilfs-Tabellen)  in  derselben 
Weise  aus  Kolonne  4 gebildet  ist,  wie  diese  aus  Kolonne  3, 

Ein  35jähriger  Kaufmann  versichert  sich  zum  Zwecke  der  Alters- 
versorgung auf  eine  mit  dem  vollendeten  60.  Lebensjahr  beginnende, 
bis  zu  seinem  Tode  jährlich  im  vorhinein  zahlbare  konstante  Leib- 
rente und  entrichtet  an  Prämien  im  1.  Versicherungsjahr  100  K und 
in  jedem  folgenden  Jahre  um  2.6  K mehr.  Wie  groß  ist  bei  einem 
lO^/oigen  Regiezuschlag  die  versicherte  Rente? 

In  diesem  Falle  stellen  die  Einzahlungen  des  Versicherten  eine 
Htci<iende  Eente  vor,  w'elche  sich  aber  von  der  vorstehend  abgeleiteten 
nach  zweifacher  Richtung  unterscheidet;  sie  ist  nämlich  im  vorhinein 
zahlbar  und  bricht  mit  dem  erreichten  Maximum  ab.  Ihr  Wert  wird 
sich  also  folgendermaßen  darstellen: 

100  -1-  (100  p 2.6)  V P (100  P 2 . 25)  v-  ^ ^ y - (100  -L  24 . 25) 

<35  L.'.  <3>i 
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Wären  nicht  die  Brutto-,  sondern  die  Nettoprämien  gegeben, 
dann  könnte  man  diesen  Ausdruck  unmittelbar  dem  Werte  der  ver- 
sicherten Rente  gleich  setzen;  im  Hinblicke  auf  den  10%igen  Zuschlag 
(Bruttoprämie  = l’lfache  Nettoprämie)  lautet  jedoch,  wenn  x den 
Betrag  der  Rente  vorstellt,  die  bezügliche  Gleichung: 

und  hieraus  ist 


S 19. 

Leibrenten  mit  unter  jähriger  Zahlung. 

Ist  die  nachschüssige  Leibrente  „1  ” nicht  in  jährlichen,  sondern 

in  m unterjährigen  Raten  ä — zahlbar,  dann  kann  man  sich  dieselbe 

m 

in  m aufgesehobene  Leibrenten  zerlegt  denken  und  erhält  als  Barwert 
(Einmalprämie): 


Unter  der  Annahme,  daß  die  zwischen  N^  und  Nj,-pi  liegenden 
Werte  eine  arithmetische  Reihe  vorstellen  — die  Summe  aus  n Gliedern 

einer  solchen  ist  («i4^'*H);r — > geht  die  frühere  Gleichung  über  in 


Sx  “1 

H “i 

X 

■ m ' 

1 ni 

m 

- 

■ml 

m 

Leibrenten 


Die  in  m unterjährigen  Raten  zahlbare  vorschüssige  Leib 
ente  ist  natui-gemäß 


Es  ist  demnach  der  Barwert  der  jährlichen  vor  schlissigen 
eibrente  ,1”  zu  vermindern,  und  zwar 


Wie  groß  ist  der  Barwert  einer  in  monatlichen  Nachhinein- 
taten zahlbaren  lebenslänglichen  Leibrente  von  jährlich  1200  K eines 
5-Jährigen? 

(13-638  — 0-342)  1200  = 15  715  K. 


b)  Kapitalversicherung. 

§ 50. 

Erlebens  Versicherung. 

Der  Unterschied  zwischen  Renten-  und  Kapitalversicherung  liegt 
( l.arin,  daß  es  sich  bei  der  ersteren  um  eine  periodisch  wieder- 
] lehrende,  bei  der  letzteren  aber  nur  um  eine  einmalige  (ausnahms- 
veise  auch  um  eine  zweimalige)  Auszahlung  emes  bestimmten  ver- 
i icherteii  Betrages  handelt. 

Eine  Erlebensversicherung  oder  Kapitalver Sicherung  auf  den  Er- 
tebensfall  liegt  dann  vor,  wenn  der  Versicherungsnehmer  gegen  eine 
t inmalige  oder  jährliche  Prämie  das  liecht  auf  ein  bestimmtes  Kapital  für 
( cn  Fall  erwirbt,  daß  er  ein  von  vornherein  festgesetztes  Alter  erreicht. 
Der  Wert  einer  solchen,  von  einem  x-Jährigen  auf  das  Alter  x -f-  n ab- 
geschlossenen Versicherung  im  Betrage  1 wird  sich  darstellen  als 


Welche  Einmalprämie  hat  ein  25-Jähriger  für  eine  Erlebens- 
lersicherung  auf  das  53.  Lebensjahr  im  Betrage  von  2000  Ä'  zu 
«riegen,  wenn  lO*^/,,  Zuschlag  berechnet  werden? 


halbjähriger 

vierteljäh  riger 

1 monatlicher 

bei  ! 0"'  = 2) 

(m  ==  4 ) 

!1 

[ Ratenzahlung 

i ' 1 

'(  1 

vorschüssiger  Zahlung  um  0‘25 

0375 

0*458:i 

’ |! 

1 nachsehüssiger  „ | ,,  075 

0-625 

0*6116 
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lu  12  265 


= 0-2899  K 


“ As  42  315 

+ 1 0-Q2?^0  . 

Bruttoprämie  für  l K vers.  Kapital  . . . 0 3189  K 


2000 


637-80 


Eine  33jährige  Person  entrichtet  durch  27  Jahi’e  für  eine  Er- 
lebensversicherung auf  das  60.  Lebensjahr  eine  jährliche  Prämie  von 
100  K.  Welches  versicherte  Kapital  erwirbt  sie  hiedurch,  wenn  12% 
Zuschlag  in  Anrechnung  gebracht  werden? 

Wird  die  Versicherung,  wie  im  vorliegenden  Falle,  gegen  Jahres- 
prämien abgeschlossen,  so  empfiehlt  es  sich,  von  jener  Grund- 
gleichuug  auszugehen,  welche  den  Wert  der  Leistung  der  Anstalt 
und  der  Einzahlung  des  Versicherten  zur  Darstellung  bringt. 

Die  Verpflichtung  der  Anstalt,  einer  beim  Vertragsabschlüsse 
33jährigen  Person  bei  vollendetem  60.  Lebensjahr,  d.  i.  27  Jahne 
nach  dem  Versicherungsbeginn  1 K zu  bezahlen,  repräsentiert  den 
Wert  27 As-  Die  Gegenleistung  des  Versicherten  besteht  in  der  27mal 
am  Jahresanfang  zu  entrichtenden  Nettoprämie  1\-,  Hätte  er  jährlich 
den  Betrag  1 abzustatten,  so  würde  diese  Leistung  den  Wert  [«Taas 
darstellen;  da  aber  entrichtet  wird,  ist  der  Wert  der  Prämien- 
zahlungen ^33.12-333.  Somit  lautet  für  die  versicherte  Summe  „1”  die 
Grundgleichung 


oder 


27  As  As  • 27^33 

A'.O  73  ^33-  ^60  J n 

f,  ^ 1 33-  7, so  daß 

7Vqü  JJoo 


^33  ^30 


9421*2 


= 0-0181:38 


0:J1  205  — 111  786*3 

0 002 178  12^  „ Zuschlag 
,r=  100  : 0*020315  = 4922-50  7v. 


Würden  die  100  K alljährlich  in  die  Sparkasse  gelegt,  dann  würde  (bei 
^Vo^u^ger  Verzinsung)' am  Schlüsse  des  27.  Jahres  das  Guthaben 


betragen. 


100  . T Ilh.f  = 1529  05  7v 


^ 51. 


Todesfall  vei'sicherung. 


Bei  der  Todcsfallver%icherung  oder  Versicherung  auf  den  Ah- 
lebensfall  erwirbt  der  Versicherungsnehmer  durch  eine  einmalige 
oder  jährliche  Prämienzahlung  das  liecht,  daß  hei  seinem  Tode  ein 
von  vornherein  bestimmtes  h^a'pital  zur  Auszahlung  (jelangt. 
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Nehmen  wir  an,  daß  alle  beim  Alter  j in  der  Sterblichkeits- 
tafel verzeichneten  Personen  die  Todesfallversicherung  abschließen 
und  Aj,  die  Einmalprämie  eines  dieser  Versicherten  vorstellt,  dann 
erhält  die  Anstalt  insgesamt  an  Prämien  und  hat  dafür  den 

Hinterbliebenen  der  in  den  folgenden  Jahren  Sterbenden  je  den 
Betrag  1 auszubezahlen. 

Wenn  dx  = h — ^.r  - 1,  + 1 = + 1 — L 4- • die  Zahl  der 

Sterbefälle  zwischen  den  Altejm  x und;r-|-l,  beziehungsweise  £c -|- 1 

und  x~T~  2, bedeutet  und  wir  annehmen,  daß  das  versicherte 

Kapital  stets  am  Ende  jenes  Versicherungsjahres  ausbezahlt  wird, 
in  welchem  der  Tod  eingetreten  ist,  daun  ergibt  sich  als  Wert  der 
auf  den  Zeitpunkt  des  Vertragsabschlusses  diskontierten  Anstalts- 
zahlungen 

V . dx  . dx  + i . dx  — 


und  diese  müssen  gleich  sein  den  vereinnahmten  Prämien  Z, . 
somit  ist 

. ,/x  + 


Ar: 


v.dx  . v^.dx~i 


Ir 


+ 


V 


«x 


^ . d,r  -r  -h  1 + ^ ■ </.r  -4-  2 

v^,L 


Setzt  man  nun  die  Ausdimcke 

V-''  ^ . (ljr  = Gj:  I {diskonturte  Zahl  der 

beziehungsweise  + + ) Toten) 

und  ~r  T 1 + Cr  A-  2 4"  | der  diskontierten 

beziehungsweise  , 


3/. 

D~, 


^ j -1"  ^4-4-  m — 1 4“  ^ X + y//  -}-  2 3/j;  ^ ,„j 

dann  folort  für 


l.r  = 


Gx~\~  C X - 1 4“  Gx 

D.r 


Zu  demselben  Resultat  gelangt  man  natürlich,  wenn  man  nur 
einen  Versicherungsvertrag  ins  Auge  faßt  und  die  Sterbens-Wahr- 
scheinlichkeiten in  Rechnung  zieht: 

Der  Tod  des  x-jährigen  Versicherten  kann  entweder  im  1.  oder 
im  2.  oder  im  3.  oder  in  ii'gend  einem  der  folgenden  Versicherungs- 
jahre  erfolgen.  Die  Wahrscheinlichkeit, 

Ix  Ix  l dx 

_ 


daß  der  x-Jähriue  im  1.  Jahne  stirbt,  ist 


Ix 

dx  — 1 

~T~ 


usw., 


somit  der  mathematische  Hoffnungswert  für  die  Zahlung  des  Ka- 


Vräi&idiiböreohnang. 


pitales  1 im  1.  Jahre  für  die  Zahlung  im  2.  Jahre  usf., 

r tjpi  ” 

so  daß  schließlich  wie  oben 

dx  I dx-\-l  I I 

^•=7-r^l7r^  + XT>-^-- 

Der  Wert  der  Todesfallversicherung  läßt  sich  aber  auch  durch 
jenen  der  Leibrente  ausdrücken,  denn  es  ist 


Ix  -f  1 
IxT 


C-f’2  I + 2 ^ X + 

X42  T ^^^3 


fk. _L  4-  4_ ^ — f -t-  k-+l 

r ylx  ' Zx  r Zx  ^ J V 7 r ' h r- 


^x-r3 

Ix 


1 1 
— a^  ax  — a^; 


Setzen  wir  noch 


V 7’  — 1 

(a^_  1)  = 1 — ^ a^. 

r 


r — 1 


= d,  SO  ist  schließlich 


A:r  = 1 cf  . a.. 


0*035 


Bei  einem  Zinsfuß  von  3V2V0  ist  <f  = — -- — = 0’03381ti43 

1*035 


demnach  4^=  1 — 0*03381643 


Zu  der  Formel 


1 4 X 4”  ^ 

' lUO 


könnte  mau  auch  durch  folgende  Überlegung  gelangen:  Wollte  der 
a.'- Jährige,  daß  bei  seinem  Tode  seinen  Erben  lediglich  1 A'  ausge- 
zahlt wird,  so  hätte  er  dafür  nur  den  Betrag  Ax  zu  erlegen;  will  er 
aber  die  Summe  l aufwenden,  dann  kann  er  damit  nicht  nur  diese 
nach  seinem  Tode  seinen  Erben  sichern,  sondeim  auf  Lebenszeit 
auch  noch  jähi’lich  im  vorhinein  die  (auf  den  Jahresanfang  diskon- 
tierten) Zinsen  davon  im  Betrage  von  genießen. 

Bevor  diese  Formeln  auf  einen  praktischen  Fall  angewendet 
werden,  erscheint  es  notwendig,  mit  einigen  Worten  auf  die  Sterb- 
lichkeitstafel hinzuweisen,  welche  den  folgenden  Aufgaben  zugrunde 
gelegt  ist. 

Es  ist  wohl  ohne  w'eiteres  klai',  daß  Reuten-  und  Erlebens- 
Versicherungen  nur  solche  Personen  abschließen  werden,  welche  sich 
vollkommen  gesund  fühlen.  Dagegen  werden  eine  Todesfallversicherung 
einzugehen  alle  jene  Personen  bestrebt  sein,  welche  im  Falle  ihres 
Todes  ihren  Angehörigen  ein  Kapital  sichern  wollen,  gleichgiltig,  ob 
sich  diese  Versicherungs Werber  im  Zeitpunkte  des  Vertragsabschlusses 
gesund  fühlen  oder  nicht.  Es  ist  daher  nur  ein  Gebot  der  Vorsicht, 
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daß  jede  Anstalt  diese  Versicherungswerber  ärztlich  untersuchen  läßt 
und  nicht  gesunde  Personen  ablehnt.  Aber  selbst  bei  der  genauesten 
ärztlichen  Untersuchung  wird  oft  ein  in  den  Anfangsstadien  befind- 
liches Leiden  nicht  konstatierbar  sein.  Die  Folge  davon  ist,  daß  die 
auf  den  Todesfall  Versicherten  eine  andere,  nämlich  größere 
Sterblichkeit  aufw'eisen  als  die  Rentner  und  demnach  auch 
für  beide  Gruppen  von  Versicherten  getrennte  Absterbeordnuugen 
verwendet  werden.  Liegt  es  doch  im  Interesse  der  Gesellschaften, 
für  die  Todesfallversicherungen  eine  möglichst  strenge  Tafel,  also 
eine  solche  mit  großen  Sterbens-Wahrscheinlichkeiten  zu  verwenden 
— wenn  dann  ihre  Versicherten  minder  rasch  absterben,  resultiert 
für  die  Gesellschaft  ein  Sterblichkeitsgewi nii  — , für  die  Rentner  aber 
eine  Tafel  mit  möglichst  geringen  Sterbens-Wahrscheinlichkeiten  in 
Anwendung  zu  bringen,  denn  wenn  die  eigenen  Versicherten  länger 
leben  würden,  als  sie  nach  der  benützten  Tafel  leben  sollten,  würde 
die  Anstalt  einen  Sterblichkeitsverlust  erleiden. 

Aus  diesen  Gründen  sind  die  folgenden  Aufgaben  nicht  nach 
der  iJcutschen  Rcntncr-Stei-bctafel,  sondern  nach  der  österreichisch- 
ungarischen Stcrblichkeits-TafLl  (ebenfalls  unter  Zugrundelegung  eines 
Zinsfußes  von  3^’«%,  S.  28  und  29  der  Hilfstabellen)  berechnet. 

Wie  groß  ist  die  einmalige  Bruttopränue  für  eine  Todesfali- 
versicherung  ini  Betrage  von  3000  K für  einen  25-Jährigen  bei 
10®  oigem  Zuschlag? 

. J/ä5  12  644-05 
An.  = = 0-30450 


a-=  0-3;.495  . 3000  = 1 004-85  A' 

Nach  der  Rentenformel  ergibt  sich  als  Xettoeinlage  ebenfalls 
A25  = 1 — 0-03381643 . 20  567  = ()-30450. 

Hiebei  ist,  da  es  sich  um  keine  Rentenversicherung  handelt,  der  Wert  der 
Leibrente  natürlich  nicht  der  Rentner-,  sondern  der  Todesfalltafel 
entnommen. 

Bei  dieser  Gelegenheit  sei  auf  die  Verschiedenheit  der  Leibrenten- 
werte beider  Tafeln  verwiesen.  Die  Werte  nach  der  Todesfalltafel 
sind  wegen  des  rascheren  Absterbens  des  derselben  zugrundeliegenden 
Beobachtungsmateriales  naturgemäß  durchwegs  kleiner  als  jene  nach 
der  Rentner-Sterbetafel. 

Die  bisherige  Ableitung  war  unter  der  Annahme  durchgeführt 
worden,  daß  die  Auszahlung  der  versicherten  Summe  erst  am  Schlüsse 
des  Sterbejahres  erfolge.  Tatsächlich  geschieht  dies  aber  in  der 
Praxis  nicht,  sondern  das  Kapital  wird  den  Anspruchsberechtigten 
ausgefolgt,  sobald  die  Todesfalldokumente  (Totenschein,  Tauf-  oder 
Geburtsschein,  wenn  das  Geburtsdatum  nicht  schon  früher  authen- 
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tisch  nachgewiesen  worden  ist,  die  letzte  Prämienquittung  und  even- 
tuell auch  ein  Zeugnis  des  behandelnden  Arztes)  in  Ordnung  befunden 
wurden.  Dies  kann  unter  Umständen  vielleicht  schon  wenige  Tage 
nach  eingetretenem  Tode  sein,  es  kann  aber  auch  vielleicht  Wochen, 
Monate,  ja  sogar  Jahre  dauern. 

Diese  Eventualitäten  können  in  der  Pi’ümienermittlung  natürlich 
nicht  in  exakter  Weise  Berücksichtigung  finden.  Wohl  aber  entsteht 
die  Frage,  in  welcher  Weise  sich  der  Wert  der  nach  der  früheren  Me- 
thode berechneten  Einmalprämie  ändern  würde,  wenn  die  versicherte 
Summe  etwa  sofort  am  Sterbetage  zur  Auszahlung  käme. 

Wird  angenommen  — und  das  ist  offenbar  zulässig  — daß  sich 
die  Todesfälle  ziemlich  gleichmäßig  über  das  ganze  Versicherungs- 
jahr verteilen,  so  kann  mau  sich  die  Liquidierung  aller  Zahlungen 
eines  Jahres  in  die  Mitte  desselben  verlegt  denken  und  erhält  als 
Wert  dieser  Versicherung 


. =r~ . — \r.  Aj. 

Es  zeigt  sich  also,  daß.  wie  wohl  selbstverstä-ndlich,  größer 
ist  als  A_„  und  zwar,  da  lM-04  = 1-0198  und  |/l-035  = 1-0173,  bei 
4®  oigen  Rechnungsgrundlagen  um  nicht  ganz  2®/q  und  bei  372%igen 
Grundlagen  um  nicht  ganz  iVi"/o-  Diese  an  sich  unbedeutenden, 
durch  die  Wahl  des  Regiezuschlages  übrigens  leicht  ausgleichbaren 
Unterschiede  rechtfertigen  wohl  hinlänglich  die  in  der  Praxis  zumeist 
angewendete  einfachere  erste  Methode  der  Berechnung. 

Bei  der  gegen  lebenslängliche  Prämienzahlung  abgeschlossenen 
Todesfallversicherung  stellen  die  Einzahlungen  des  Versicherten  eine 
lebenslängliche  Leibrente  im  Betrage  der  Jahres-Nettoprämie  dar, 
wogegen  die  Leistung  der  Anstalt  gegen  früher  ungeäudert  bleibt. 
Ein  32jähriger  Mann  will  bis  zu  seinem  Tode  für  eine  Ablebens- 
versicherung eine  jährliche  Prämie  von  120  K entrichten.  Welches 
Kapital  erhält  er  versichert,  wenn  die  Anstalt  20'Vu*)  Regiezuschlag 
berechnet? 

Die  Grundgleichung  — Wert  der  Anstaltsleistung  gleich  dem 
Werte  der  Prämien  — lautet  für  diesen  Fall 


*)  Der  Regiezuschlag  ist  für  Todesfallversicherungen  — namentlich  he: 
jährlicher  Prämienzahlung  — im  allgemeinen  wesentlich  größer  als  bei  Renten' 
und  Erlebensversicherungen. 
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Hieraus  läßt  sich  auf  zweifache  Weise  bestimmen,  und  zwar 
entweder  unter  Benützung  des  Wertes  der  I.eibrente,  wonach 

1 d . 330  = 7^32  • 332 

und  = — 1, 

^32 

oder  mittels  der  diskontierten  Zahlen,  so  daß 

•^^32  Tj  -^32  j 

jy  ir 

x/q>  -''^32 


^ 90  -»  r~  


11  426  94 


= 0-Ü192116 


Aga  594  638 

0-0038433  207y  Zuschlag 

x=  120:0  0230599  ==  5204  K. 

Es  ist  ersichtlich,  daß,  wenn  der  Versicherte  44  oder  mehr 
Prämien  entrichtet,  er  also  76  Jahre  oder  älter  wird,  er  einen  größeren 
Betrag  an  die  Anstalt  bezahlt,  als  diese  bei  seinem  Tode  zu  leisten 
hat.  Dieser  Gefahr  entgeht  der  Versicherungsnehmer,  wenn  er  die 

Todesfallversicherung  mit  abgekürzter  Prämienzahlung 

abschließt,  also  die  Jahresprämie  nicht  lebenslänglich,  sondern  nur 
durch  eine  bestimmte  Zeit  {n  Jahre)  leistet. 

Ein  28-Jähriger  schließt  eine  Todesfallversicherung  auf  15  000  K 
gegen  Prämienzahlung  bis  zum  60.  Lebensjahr  ab  32)  und  hat 
hiefür  eine  jährliche  Prämie  von  340  K (sohin  insgesamt  höchstens 
10  880  Ä")  zu  bezahlen.  Welcher  Regiezuschlag  wurde  in  diesem  Falle 
in  Anrechnung  gebracht?*) 

Die  Grundgleichung  für  diese  Aufgabe  lautet 

— -^^28  • 32^28 

oder = Pog . , weshalb 


-^^28 


= ^8. 


12  130-40 


'*"28  A IV' 

~ A^28  — ~ 734  104  — 78  562'7 

= 0-0185072  Nettoprämie  für  1 A' 

277-61  A , , 15  000  A' 

340'—  K Bruttoprämie  „ 15  000  K 
62'39  K absoluter  Zuschlag  und 

Zuschlag  in  Prozenten  der  Nettoprämie  x — ^239^  ^ 22'50/,)- 

^ 277-61 


Aufgeschobene  und  abgekürzte  Todesfall  v ersicherung. 

Es  kann  im  Versicherungsvertrag  auch  bestimmt  werden,  daß 
das  versicherte  Kapital  nur  dann  uushezahlt  uird,  iccnn  der  Tod  erst 

*)  Siehe  Beispiel  S.  25. 
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nach  Ablauf  einer  bestimmten  Wartezeit  (KarenzJ  cinfritt;  stirbt  der 
Versicherte  während  dieser  Frist,  dann  ist  ein  Anspruch  auf  das 
versicherte  Kapital  nicht  vorhanden. 

Eine  solche  aufgeschobene  Todesfallversicherung  wird  in  der  Regel 
dann  abgeschlossen,  wenn  seitens  der  Anstalt  auf  eine  ärztliche  Unter- 
suchung des  Versicherungswerbers  verzichtet  wird,  z.  B.  bei  der 
sogenannten  Volksvcr Sicherung.  Das  Charakteristische  dieser  Ver- 
sicherungsform besteht  darin,  daß  die  Prämien  in  kleinen  Wochen- 
oder Monatsraten  bezahlt  werden  und  die  versicherte  Summe  einen 
ziemlich  niedrig  bemessenen  Betrag  (gewöhnlich  2000  K)  nicht  über- 
steigen darf. 

Ist  die  Karenz  mit  k Jahren  bemessen,  so  wird  das  Kapital  ,1' 
fällig,  wenn  der  Tod  im  1.,  im  2.,...  oder  in  einem  der  folgenden 
Jahre  nach  Ablauf  der  k Jahre  eintritt;  der  Wert  der  Versicherung 
wird  sich  demnach  darstellen  als 


Wird  diese  Versicherung  gegen  Jahresprämien  abgeschlossen 
so  lautet  die  Grundgleichung 

im  Falle  lebenslänglicher  Prämienzahlung 


und  bei  n jähriger  Prämienzahlung 


Ist  die  Auszahlung  des  versicherten  Kapitales  davon  abhängig 
gemacht,  daß  der  Tod  innerhalb  einer  bestimmten  Zeit  eintritt,  dann 
nennt  man  die  Todesfall  Versicherung  abgekürzt  oder  temporär. 

Die  Versicherungssumme  wird  fällig,  wenn  der  Versicherte  ent- 
weder im  1.  oder  im  2.  . . . oder  im  Jahre  nach  Vertragsabschluß 
stirbt;  demnach  ist 


Die  für  diese  Versicherungskombination  während  der  ganzen  Ver- 
tragsdauer zu  zahlende  Jahresprämie  bestimmt  sich  aus  der  Gleichung 


Kapitalversieherung. 


n-ix  ^ X 

lind  die  nur  m-mal  zu  entrichtende  Prämie  aus 

i X • jmä/-. 

Ein  40jähriger  Beamter  benötigt  als  Sicherstellung  für  ein  in 
12  Jahren  zurückzuzahlendes  Darlehen  von  5000  K eine  Polizze  über 
eine  auf  die  Dauer  der  Kapitalsrückzahlung  abgekürzte  Todesfall- 
versicherung im  Betrage  des  Darlehens.  Welche  Monatsprämie  hat 
er  hiefür  zu  entrichten,  wenn  der  jährlichen  Bruttoprämie  ein  Regie- 
zuschlag von  257o*)  zugrunde  liegt  und  für  die  monatliche  Prämien- 
zahlung ein  spezieller  Zuschlag  von  57o  in  Anrechnung  kommt? 

Zunächst  soll  in  der  bisherigen  Weise  die  jährliche  Brutto- 
prämie ermittelt  werden. 

Aus  der  Grundgleichung 


112-^40  . ,12^40 

TJ  


oder  . 

^40  ^40 

Pio  = = 0-012731 

^40  

0-003L83  25% 

eine  jährliche  Bruttoprämie  von  0’015914 . 5000  — 79*57  7v. 

Um  nun  hieraus  die  verlangte  Monatsrate  berechnen  zu  können, 
muß  vorausgeschickt  werden,  daß  alle  Anstalten  den  Versicherten  das 
Recht  einräumen,  die  am  Anfang  jedes  Versicherungsjahres  fällige 
Prämie  gegen  eine  separate  Vergütung  für  Zinsverlust  und  ver- 
mehrte Verwaltungskosten  in  unterjährigen  Eaten^  d.  h.  halb-  oder 
vierteljährig,  mitunter  auch  monatlich  zu  entrichten.  Es  wird  dann 
die  Jahres-Bruttoprämie  noch  um  einen  speziellen  Zuschlag  erhöht 
— derselbe  ist  bei  den  einzelnen  Anstalten  verschieden,  beträgt  aber 
für  Semesterzahlung  ungefähr  27o?  bei  Quartalsraten  3 bis  4%  und 
bei  monatlicher  Abstattung  5 bis  6%  der  Bruttoprämie  — und  von 
diesem  erhöhten  Betrag  hat  dann  der  Versicherte  die  Hälfte,  bezie- 
hungsweise ^ 4 oder  Vi2  zu  bezahlen. 

Im  vorliegenden  Falle  wäre  demnach  durch  144  Monate  im  vor- 
hinein eine  Prämie  von  (79*57  -f  79*57 . 0'05):  12  = 6*96  zu  entrichten. 

Bemerkt  sei  noch,  daß,  im  Falle  der  Tod  während  des  Ver- 
sicherungsjahres eintritt,  die  noch  aushaftenden  Raten  dieses  Jahres 
von  der  Versicherungssumme  in  Abzug  gebracht  werden. 

'*')  Der  Regiezuschlag  bei  den  temporären  Todeslallversicherungen  wird  des- 
halb besonders  hoch  bemessen,  weil  die  Abschlußkosten  in  verhältnismäßig  kurzer 
Zeit  amortisiert  sein  müssen  und  der  Gesundheitszustand  der  diese  Verträge  ab- 
schließenden Personen  in  der  Regel  zu  besonderer  Voi’sicht  mahnt. 


§ 52. 

Gemischte  Versicherung. 

Die  derzeit  beliebteste  Versicherungskombination  ist  die  alter ^ 
native  V evisicherung  auf  den  Erlebens-  und  Ablebensfall  oder,  wie  sie 
zumeist  genannt  wird,  die  gemischte  Versicherung,  Bei  derselben  wird 
das  Kapital  fälligy  sobald  der  Versicherte  ein  im  vorhinein  bestimmtes 
Alter  erreicht  oder^  wenn  er  früher  stirbty  bei  seinem  Tode. 

Die  gemischte  Versicherung  — ^tch  aus  einer  Er- 

lebens- und  einer  temporären  7'odesfallversichernng  zusammen: 


A^„\  = 

nEx  “i" 

^ + ^ 
n^x 

, - 

- J/x-f-n 

Da 

3/x  . 

d Uj, 

• 

ist  Mjr  ■ 

-d  .Cix-  Ex  — 

Ex—d. 

Nx  und 

t Ex  n ^ 

1 • -f-  n* 

Sohin 

ist 

Ex  + « 

ilix  - 3/x 

_i_  ff  — • Dx  + M H“  Ex 

- d .'S  X 

Dx-\-n  H“ 

= I>X 

- d (Nx  - Nx 

-b«)  und 

A~\=^ 

D.- 

d (Nj  — Njc  4- 

D. 

"^  = 1- 

- d . «aj-. 

Die  während  der  ganzen  Versicherungsdauer  zu  zahlende  Jahres- 
Nettoprämie  bestimmt  sich  aus  der  Gleichung 

^ X • l«äxj 

die  nur  /H(<[?;)-mal  zu  entrichtende  Prämie  aus 

Welche  Jahresprämie  hat  ein  40-Jähriger  für  eine  gemischte 
Versicherung  auf  das  60.  Lebensjahr  im  Betrage  von  10  000  K während 
der  ganzen  Versicherungsdauer  zu  entrichten,  wenn  20%  Zuschlag 
in  Anrechnung  gelangen? 

Aus  der  Grundgleichung 

AiO  äÖ]  = -^^40  • 20^40 

kann,  ebenso  wie  bei  der  Todesfallversicherung  gegen  lebenslängliche 
Prämienzahlung,  die  Nettoprämie  auf  zweifache  Weise  ermittelt  werden. 
Bei  Benützung  des  Wertes  der  Leibrente  ist 

1 d . 20*^40  — . 20^40» 


Prämienberechnung. 


r 


144 


Kapitalversicherung 


somit  /jo  = d= 


D 


40 


— 0-03381643 


20^40  *^^40 

22  593 


375  143  — 78  663 


Njn  Nßo 

-0-03381643  = 0-042386 


20%  Zuschlag  . . 0*008477 


x = 10  000.0-050863 
= 508-63  K. 

Werden  in  die  Grundgleichung  beiderseits  die  diskontierten 
Zahlen  eingesetzt,  so  erhält  man 


D. 


60 


60 


Njn  — N 


PI  •*■'40 

^ A • 


60 


40 


D. 


Ao  = 


/^40  -^40 

//eo  +^^40  — 3/ßo  7 751*4  -f  9 906*82  — 5 091*55 


, somit  für 


N 


40 


N 


60 


375  143  — 7v8  663 


= 0-042386. 


Den  Berechnungen  der  gemischten  Versicherungen  wurden  bisher  Todesfall- 
und  keine  Rentner-{Erlebens-)Tafeln  zugrunde  gelegt;  die  österreichisch-ungarischen 
Versicherungs-Gesellschaften  haben  jedoch,  wie  bereits  S.  120  erwähnt,  für  ge- 
mischte Versicherungen  eigene  Absterbeordnungen  konstruiert. 


S 53. 


Versicherung  ä terme  fixe. 


Eine  Versicherungskombination,  welche  sich  weder  als  reine 
Todesfall-  noch  als  gemischte  Versicherung  darstellt,  aber  mit  beiden 
Kombinationen  Ähnlichkeit  besitzt,  ist  die  Versicherung  a terme  fixe 
oder  Versieh ej^ttng  mit  bestimmter  Verf allzeit  (mit  bestimmtem  Zahlungs- 
terminj.  Bei  derselben  wird  die  Versicherungssumme  in  einem  von 
vornherein  bestimmten  Zfdfpunkt  fällig,  gleichgiltig,  ob  die  versieherte 
Person  daim  noch  lebt  oder  nicht.  Das  Ertebensmoment  kommt  also 
nur  bei  den  Einzahlungen  des  Versicherten  in  Betracht  - — dieser 
zahlt  die  Prämie  nur  so  lange  er  lebt,  äußersten  Falles  bis  zum 
Fälligkeitstermine  des  Kapitales  — ; nicht  aber  bei  der  Bestimmung 
der  Anstaltsleistung,  denn  hier  handelt  es  sich  um  eine  einfache 
Abzinsung. 

Die  jährliche  Nettoprämie  wird  sich  demnach,  wenn  1 die  ver- 
sicherte Summe  und  n die  Versicherungsdauer  vorstellt,  aus  der 


Gleichung 


y,n 


■ /x  • IkOj; 


bestimmen. 

Ein  40jähriger  Mann  möchte  seinem  2jährigen  Töchterchen  bei 
errmchtem  22.  Lebensjahr  ein  Kapital  von  6000  K sichern.  Zu  diesem 
Behufe  schließt  er  eine  a terme  fixeA  ersicherung  mit  20jähriger 


rrämienberechnung 


Dauer  ab  und  verpflichtet  sich,  so  lange  er  lebt,  längstens  aber 
durch  20  Jahre  eine  gleich  große  Viertel-Jahresprämie  zu  entrichten. 
Wie  groß  ist  dieselbe,  wenn  der  jährlichen  Bruttoprämie  ein  lö^/ßiger 
Zuschlag  zugrunde  liegt  und  bei  quartalweiser  Zahlung  noch  3%  in 
Anrechnung  kommen? 

Das  Alter  des  Kindes  bleibt  ganz  außer  Betracht,  denn  das 
Kapital  wird  nach  20  Jahren  unbedingt,  demnach  auch  dann  fällig, 
wenn  das  Kind  mittlerweile  gestorben  wäre. 

Aus  der  Grundgleichuug 


0'0057444  1 5*^/1,  Zuschlag 

0'0440409 . 6000  = 264’25  A (jährliche  Bruttoprämie) 
tel-Jaliresprämie  beträgt  demnach 
264-25  4-  2-6425 

• Z'  ct.r\“  T. 


Ein  \ ergleich  zwischen  dieser  Nettoprämie  und  jener  der  gemischten  Ver- 
sicherung desselben  Alters  und  der  gleichen  Laufzeit  zeigt,  daß  die  Prämie  für  die 
u terme  fi.ve-Versicherung  kleiner  ist  (pro  1000  38'30  gegen  42*39).  Dieses  Resultat 
ist  darin  begründet,  daß  das  Kapital  beider  gemischten  Versicherung  spätestens, 
bei  der  ä terme  fixe -Versicherung  jedenfalls  aber  erst  mit  Ablauf  der  Ver- 
sicherungsdauer zur  Auszahlung  kommt. 


Versicherungen  mit  Prämienrückgewähr. 

Bei  der  Erlebensversicherung  sind  die  Prämien  umsonst  gezahlt, 
wenn  der  Versicherte  das  festgesetzte  Alter  nicht  eri’eicht,  desgleichen 
bei  einer  aufgeschobenen  Kenten-  oder  Ablebensversicherung,  wenn 
der  Tod  vor  Ablauf  der  Karenz  eintritt.  Es  ist  jedoch  dem  Ver- 
sicherten die  Möglichkeit  geboten,  sich  das  Recht  auf  die  eingezahlteu 
Prämien  dadurch  zu  wahren,  daß  er  die  betreffende  Versicherung  mit 
Rückgewähr  der  Prämien  abschließt. 

Die  Leistling  der  Anstalt  besteht  in  diesem  Falle,  beispielsweise 
bei  einer  gegen  Einmaliwämie  abgeschlossenen  Erlebensvcrsichirumj 
in  der  gewöhnlichen  Erlebensversicherung  (wenn  der  Vei’sicherte  das 
festgesetzte  xUter  erlebt)  und  in  der  Rückerstattung  der  bei  Ver- 
tragsabschluß entrichteten  Einmalprämie,  sofern  der  Versicherte 
innerhalb  der  Laufzeit  (n  Jahre)  stirbt.  Die  Rückgewähr  stellt  dem- 

I.u  d w i g,  Politieche  Arithmetik.  4.  Aufl.  io 


Kapital  Versicherung 


Prämienberechnung 


Der  40-Jährige  erwirbt  also  gegen  Erlag  von  8944'20  A eine 
mit  dem  60.  Lebensjahr  beginnende  lebenslängliche  Rente  von 
jährlich  1500  K und  seine  Angehörigen  erhalten,  wenn  er  vor  Antritt 
des  Rentenbezuges  stirbt,  den  Betrag  von  8944  20  K rückvergütet. 

Vergleichen  wir  dieses  Resultat  mit  dem  auf  S.  128  erhaltenen, 
so  sehen  wir,  daß  die  Versicherung  der  Rückgewähr  allein  (ohne 
Hauptversicherung)  8944'2  — 7607'6  = 1336'6  A"  kostet  und  dies  ist 
nichts  anderes  als  die  einmalige  Bruttoprämie  (bei  7^2%  Zuschlag) 
für  eine  auf  20  Jahre  abgekürzte  Todesfallversicherung  des  40- Jährigen 
im  Betrage  von  8944  2 K (berechnet  nach  der  Rentner-Sterbetafel). 

Eine  Versicherungsgesellschaft  begehrt  für  eine  Erlebensver- 
sicherung eines  3 3- Jährigen  auf  das  55.  Lebensjahr  im  Betrage  von 
1000  K mit  Rückgewähr  der  Prämien  im  Falle  des  früheren  Todes 
eine  Jahresprämie  von  34-22  A'.  Ist  es  vom  ökonomischen  Standpunkte 
aus  empfehlenswert,  eine  solche  Versicherung  abzuschließen? 

Um  diese  Frage  beantworten  zu  können,  braucht  man  nur  unter- 
suchen, ob  in  der  Sparkasse  die  bis  zum  55.  Lebensjahre  gezahlten 
Prämien  einen  größei’en  Endwert  als  1000  7v' repräsentieren;  stirbt  der 
Versicherte  früher,  dann  erleidet  er  jedenfalls  einen  Verlust,  weil  die 
Zinsen  der  gezahlten  Prämien  verloren  gehen. 

Nehmen  wir  an,  die  Sparkasse  verzinse  die  Einlagen  zu  3*  .."/f,, 
dann  ist 

34-22  .T  111(2^  = 1145-02; 


Aus  der  Gleichung  e 


Ein  lOjähriger  Mann  will  eine  nach  20  Jah 
dann  lebenslänglich  zahlbare  Leibrente  von  jt 
sichern,  die  geleistete  Einlage  aber,  im  Falle  er  ^ 
(d.  i.  vor  vollendetem  60,  Lebensjahr)  stirbt,  ri 
Wie  groß  ist  die  Einlage  bei  7 V2'VoigPiri  Regiezi 
Nachdem  diese  Aufgabe  auf  Grund  der  R( 
zu  lösen  ist,  dieselbe  aber  keinerlei  Werte  von 
wir  diese  durch  ausdrücken. 

Nach  früheren  Ausführungen  (S.  143)  ist 

JA  = Al-  - </  ■ N r und  J/r  + ;,-=/ + «■ 

somit 


ja  selbst  bei  einer  S^oigen  Verzinsung  ergibt  sich  ein  Sparkasse 
guthaben  von 

34-22 . 31-45288  = 1076-32  Ak 


SO  daß  im  vorliegenden  Falle  die  Sparkasse  der  Versicherung  vor 
zuziehen  ist. 


c)  Versicherung  verbundener  Leben 


Verbindungsrenten. 

Die  sämtlichen  bisher  besprochenen  Versicherungskombinationen 
waren  vom  Leben  oder  Sterben  einerPerson  abhängig;  im  folgenden 
sollen  einige  Kombinationen  behandelt  werden,  bei  welchen  zwei  Leben 
in  Rechnung  zu  ziehen  sind. 

Zwei  Personen  (Ehepaar,  Geschwister)  im  Alter  von  x und  y Jahren 
wollen  beispielsweise,  solange  beide  am  Leben  sind,  eine  postnume- 
rando zahlbare  Rente  von  jährlich  ,1”  beziehen;  welche  Einmal- 
prämie ist  für  diese  Verbindungsrente  zu  entrichten? 


8944 


*)  Dieser  Zuschlag  bezieht  sich  sowohl  auf  die  reine  Leibrenten 
auf  die  Gesamtversicherung. 
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Versicherung  verbundener  Leben. 


Die  erste  Rentenzahlung  wird  am  Schlüsse  des  1.  Versicherungs- 
jahres geleistet,  wenn  beide  Personen  am  Leben  sind;  die  Wahr- 

scheinlichkeit  hiefür  ist  Die  Wahrscheinlichkeit,  daß  die 

* f 'y 


zweite  Rate  fällig  wird,  ist  + ~ usf,  so  daß  sich  als  Wert  der 

Verbindungsrente  ergibt 

Ij-  -1- 1 h/  — 1 


<■1.1  y I j ' 

Vr  <y 


4-  2 ^y  ^ 2 o 
l.r 


' V 


?r-^a  ^y  " 3 ..s  I 

iT'^r  ^ 

I r Viy 


...r  - 1 


* ‘ . / ,-4  1 ly  ^ 1 

r ' J.r  I 

J)j.  _ 1 . — 1 ■ 


l. 


V -t-  '■*  . 4 o ( „ 

^ r'-.h  ' l,  ^ 

D r a • fy  - 2 “h  + 3 ■ ^.y  4-^  T 





D..ly 


Man  kann  den  Wert  der  Verbindungsrente  aber  auch  dar- 
stellen als 


/• 


. i 


Ir  ' r''./,;  ' /,  ■ /x 

/ ,•  j_  1 . D,/  -r  1 • 4 ^ ä • D,/  4 ; 4 (ij- 3 ■ ' 

= ■ /x.D, 

Will  man  nun  nach  einer  dieser  beiden  Formeln  den  Wert  der 
Vevbiudungsrente  beispielsweise  für  zwei  Personen  vom  Alter  4o 
und  o8  berechnen,  so  hat  man  zu  bilden 

a^.^  . ^39  -r  I>i- . ^40  H 1-  A'8  • l'.n  4 Ai9  . hi) : ^>43  ■ A 

und  aus  der  Rentner-Sterbeiafd  die  bezüglichen  Werte  eingesetzt, 

18  514  . 94  321  --  17  738 . 93  81  1 4 11  • 2337  4 Q-2  . 1521 

«15:38=  ' ' " 19414. 94  slO 

Wären  die  Alter  der  beiden  Personen  5o  und  4 3 — die  Alters- 
differenz also  wieder  7 Jahre  — so  könnte  vom  (1.  Summanden  an 
der  vorstehende  Zähler  verwendet  werden,  nicht  aber,  wenn  etwa 
die  Alter  50  und  42  in  Frage  kämen.  Es  zeigt  sich  also,  daß  für 
jede  Altersdifferenz  die  Bildung  spezieller  Produkte  erforderlich  ist. 

Als  Wert  der  vorschüssig  zahlbaren  Verbindungsrente  im  Be- 
trage 1 ergibt  sich 

I r ~,  l l ) 


...  >/  — 1 2 I.V+'’  i, 

a,,.„-=  1 — , ■ 7^  '’  r”  ^ r 

ix  <>/  ‘J-  V'/ 


1 


Sie 


§ r>G. 

Überl  eben  srenten. 

Ein  ./'-jähriger  Mann  versichert  seine  //-jährige  Frau  derart,  daß 


nach  seinem  Tode  eine  jährlich  pränumerando  zahlbare  lebens- 


Prämienberechnuiig. 
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längliche  Rente  im  Betrage  1 erhält;  welche  einmalige  Einlage  ist  für 
diese  Anwartschaft  auf  Wiheenftension  zu  entrichten? 

Die  Antwort  ergibt  sich  durch  folgende  Überlegung:  Würde 
der  Frau  gleich  vom  Vertragsabschluß  an  die  Rente  gewährt,  so 
erhielte  sie  offenbar  um  so  viele  Raten  zu  viel,  als  beide  Personen 
noch  Jahre  gemeinsam  leben.  Es  ist  also  von  der  gewöhnlichen, 
sofort  beginnenden  Pränumerando-Leibrente  der  Frau  noch  der  Wert 
der  vorschüssigen  Verbindungsrente  in  Abzug  zu  bringen,  so  daß 


y U.ry 


Wird  die  Witwenpension  gegen  Jahresprämieii  versichert  (die- 
selben werden  höchstens  so  lange  gezahlt,  als  beide  Personen  am 
Leben  sind),  dann  besteht  die  Gleichung 

clv  ^.cy  = ü ry  • Px'y- 

Sobald  mau  an  die  ziffermäßige  Ausrechnung  konkreter  Auf 
gaben  betretend  die  Versicherung  verbundener  Leben  herantritt, 
entsteht  zunächst  die  Frage,  aus  welcher  Absterbeordnung  die  Werte 
der  Verbindungsrenten  abzuleiten  sind.  Bei  Versicherung  der  letzteren 
müssen  zweifellos  sowohl  die  I),  (beziehungsweise  f)  als  auch  die 
y (heziehungsweise  D,,)  einer  Rentner-Sterbetafel  entnommen  werden; 
andelt  es  sich  jedoch  um  die  Versicherung  einer  W'itwenpensiou.’ 
t ann  ist  zu  enuigen,  daß  das  Risiko  der  Versicherungsgesellschaft  in 
em  frühzeitigen  Sterben  des  Mannes  und  der  Langlebigkeit  der  Frau 
besteht  Demnach  sollten  die  I).  (beziehungsweise  l)  einer  Todes- 
falltafel und  die  ly  (beziehungsweise  D„)  einer  Rentuertafel  ent- 
nommen werden.  Kommen  trotzdem  - wie  dies  in  der  Regel  ge- 
schieht - Verbindungsrenten  in  Anwendung,  welche  nur  aus  einer 
und  zwar  einer  Todesfalltafel  berechnet  sind,  also  z.  B.  aus  der  Tafel 
der  17  englischen  Gesellschaften,  dann  werden  diese  Verbindumrs- 
renten  durchwegs  etwas  kleinere  Werte  aufweisen  als  die  aus  einer 
kombinierten  Tafel  abgeleiteten.  Die  Folge  davon  wird  sein,  daß  bei 
der  Einmalprämie  (der  WTtwenpensiou)  der  Subtrahend  und  bei  der 
Jahrespramie  der  Nenner  der  Minuends  etwas  kleiner  ist,  daher  die 
Pianiien  selbst  um  ein  Unbedeutendes  größer  ausfallen. 

Der  Wert  für  a„  ist,  ebenso  wie  bei  der  gewöhnlichen  Leibrenten- 
versicherung, der  Rentnertafel  zu  entnehmen. 

Auf  S.  22  und  23  der  Hilfs-Tabellen  sind  die  Barwerte  der  voi- 
sehussigen  \ erbindungsrenten  „17  berechnet  nach  der  Tafel 
er  17  englischen  Gesellschaften  und  einem  Zinsfüße  von  3>  '.o„ 
für  die  Altersdifferenzen  von  0,  1,  2,  3,  4,  5,  10  und  15  Jahren  "an- 
gegeben. So  ist  z.  B.  der  Wert  der  Verbindungsrente  für  einen 

4üjährigeu  Mann  und  eine  36jährige  Frau 14*403 

37  o Q 

. 14*439. 
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Welche  jährliche  Prämie  hat  ein  38jähriger  Mann  für  eine 
Witwenpension  von  jährlich  1200  K zugunsten  seiner  um  3 Jahre 
jüngeren  Frau  zu  bezahlen,  wenn  120;o  Regiezuschlag  in  Anrechnung 

gelangen? 

Aus  der  Grundgleichung 

a 35  — a :;g ; :j5  = Pas  :!5  • a :i8 : an 


folgt  für 


Pas  as  — 


- 1 = ^ _l  = 0-33t33 

11183  0-0101  12^0  Zuschlag 

X = 1200 . 0-3767  = 452‘04  K. 


Zwei  Geschwister  im  Alter  von  30  und  34  Jahren  versichern 
sich  derart,  daß,  solange  beide  leben,  ihnen  eine  jährliche  nach- 
schüssig  zahlbare  Rente  von  2000  K ausbezahlt  werde,  nach  dem 
Tode  der  zuerst  sterbenden  Person  aber  an  die  überlebende  in 
Hinkunft  nur  jährlich  1000  K auszufolgen  sind.  Wie  groß  ist  die 
Netto-Einmalprämie? 

Solange  beide  Pex'sonen  leben,  erhalten  sie  eine  jährliche  Rente 
von  2000  K,  deren  Netto-Barwert  2000.«34;ao  ist;  hiezu  kommt  noch 
der  Wert  der  an  die  überlebende  Person  zu  zahlenden  Rente.  Hier 
sind  nun  zwei  Möglichkeiten  denkbar:  entweder  stirbt  die  ältere 
Person  zuerst,  dann  ist  der  Wert  der  an  die  jüngere  Person  zu 
zahlenden  Überlebcnsrente  1000  aao  — 1000  a;u;ao,  oder  es  stirbt  die 
jüngere  Person  zuerst,  dann  ist  1000  aai — 1000a34;ao  als  Rentenwert 
einzustellen.  Es  ergibt  sich  demnach  als  schlicßliche  Nettoeinlage 

2000  aa4-30  + 1000  a-^  — 1000  034.30  + 1000  «34  — 1000  au-.xo 
= 1000  030+  1000  034  = 38  939  K, 

ein  Resultat,  welches  übrigens  unmittelbar  einzusehen  ist. 

Ist  bedungen,  daß  die  Rente  im  Betrage  von  1000  K unverändert 
bis  zum  Tode  der  zuletzt  sterbenden  Person  gezahlt  werde,  dann 
hat  man  die  folgende  Überlegung  zu  machen:  Bekäme  jede  der  beiden 
Personen  bis  zu  ihrem  Tode  eine  Rente  von  1000  K,  dann  erhielten 
sie  für  die  Zeit  ihres  Zusammenlebens  jähidich  2000  K,  also  um 
1000  K zu  viel;  darum  ist  die  Nettoeinlage  für  die  fragliche  Rente 

1000  O 30  -r  1000  fl34  = 1000  « 34:30  = 10  0 0 («30  + »34  — «:i4;3o) 

= 1000  (19-932  + 19-007  — 14-767)  = 24  172  K. 

Der  Vertrag  laute  dahin,  daß  die  Rente  von  1000  K vom  Tode 
der  zuerst  sterbenden  bis  zum  Tode  der  überlebenden  Person  jährlich 
im  vorhinein  zu  zahlen  sei.  — Bei  dieser  gegenseitigen  JJherlebensrente 
ist  zu  erwägen,  daß  entweder  die  ältere  oder  die  jüngere  Person 
zuerst  sterben  kann  und  daher  zwei  einseitige  Überlebensrenten  in 
Anrechnung  zu  bringen  sind,  so  daß 
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a*  (1000  aso  — 1000  as4:3o)  -f  (^000  a34  — 1000  a^j4:  jo) 

1000  (a^o  “T  ^ ti;:4:3o)  9405  K, 

Wie  groß  ist  die  jährliche  Bruttoprämie  für  eine  gegenseitige 
Überlebensrente  von  1500  K zweier  Geschwister  im  Alter  von  55  und 
50  Jahren  bei  Regiezuschlag? 

Die  Grundgleichung  lautet  für  diesen  Fall 


iir>5 ^55:50  “T  ^50 «l55;5y • Süs-so; 


demnach  ist 


-^55 : 50 


äs5  "T  ^50 2 ^55:5^ 

3-50:50 


ä 55  ~r  ^ r>ü 

il55:50 


2 = 0*8515 


0*0852  10%  Zuschlag 
.p  =z:  1500 . 0*9367  = 1405  K. 


I 


§ 57. 

Erlebensversicherung  verbundener  Leben. 

Das  versicherte  Kapital  1 wird  fällig,  ivcnn  zwei  Personen  vom 
Alter  X und  y nach  n Jahren  noch  am  Leben  sind. 

Die  für  diese  Versicherung  zu  zahlende  Einmalprämie  ist 

_lj:-\-n  ly  -j-  n Pu*  -\-'n  Jy  ^ n ü + n • -Py  4-  n 

n-C'x  ./  — ' 7 - r — ^ 

z.  B.  für  .r  = 37,  y = 34:,  ?t  = 18  ist 

Drfi.lr,.,  *)  12  265 .84  775 

= = J -=  0 40344. 

JLt.Im  26  681.96  596 

Ist  bedungen,  daß  das  Kapital  fällig  wird,  wenn  nach  7i  Jahren 
eine  Person  am  Leben  und  die  andere  gestorben  ist,  dann  resultiert 
als  Einmalprämie 


Ix  -r  n 

"/T 


ly  -1-  ,iA  , ly  -U  ,1 

1 -r  -7 


^.v  + u I ^1/  + n 


/ ür  + u 2 


ü +2'  1-n F J-  F 9 F 

^ ■ j J ^ ^ 


Wird  schließlich  das  Kapital  1 fällig,  wenn  von  x und  y nach 
n Jahren  noch  mindestens  eine  Person  lebt,  so  ergibt  sich  als 
Einmalprämie 

rü  » f j _l  h'  + " ( \ ^ . h'P  ” ] i‘» 


ü 4-  n 


‘y  G ^y 


I 


*)  Rentner-Sterbetafel. 
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§ öS. 

Todesfallversicherung  verbundener  Leben. 

Das  Kapital  1 wird  ausbezahlt,  sobald  von  zwei  Personen  des 
Alters  X nnd  y eine  Person  stirbt. 

Bei  der  Ermittlung  der  Einmalprämie  für  diese  yeyenseitige 
Uberlebcnsversicherung  wollen  wir  ebenso  wie  bei  der  Todesfall- 
-•ersicherung  auf  ein  Leben  annehmen,  daß  das  versicherte  Kapital 
im  Ende  jenes  Jahres  fällig  wird,  in  welchem  das  Personenpaar  auf- 
gelöst wurde.  Demnach  erhält  man 


Ir  h/  ?.r-U  1 ^t/  1 ^ //■  4-  1 lif  -i-  1 Ix  -I  2 - 2 Q 

-----  f ^ ■ -r- 

i--  ---fl 

t.i’  • 

{ h , Z / 4-  1 ly  ,,  , I r ^ 2 ly 2 > 


n '^“1'  ~~n — ~ 

Nl  ly  I ly  I f.  ly 


I r -r  l ly  ^ X i l-r  2 ly 


Uy 


+ 


Ix  -4  ;t  ly  ^ 3 

Ix  I y 


1 T 1 

~ ^.t  y ^ ^ ^ ' y — ■ ^ ^l 


Zwei  Personen  im  Alter  von  50  und  40  Jahren  wollen  eine  gegen- 
eitige  Überlebensversicherung  von  14  000  A'  abschließen.  Welche 
. 'Uhresprämie  ist  hiefür  zu  entrichten,  wenn  i5^o  Zuschlag  berechnet 
«'erden? 

Da  für  diese  Aufgabe 

f • ^50:40  = A50.4O  . i^5O;40* 

olgt  für 

P - ^ — d 

■'511:40  — 

^50:40 

1 

= 9.  — 0-0358164  = 0-04S071 

0 00T211  15»  0 Zuschlag 

x=  14  000 . 0'05r)282  = 773'95  K. 

W ird  d(iis  versicherte  Kapital  beim  Tode  einer  bestimmten  Person 
(z.  B.  x)  gezahlt^  wenn  die  andere  — begunstigl;e  — Person  {g)  noch 
ebtj  so  handelt  es  sich  um  eine  einseitige  Uberlehensversicherung. 

Versichert  beispielsweise  ein  o’-jähriger  Mann  seine  y-jährige  J’rau 
(.erart,  daß  sie  bei  seinem  Tode  den  Betrag  1 erhält,  wenn  sie  dann 
i .och  lebt,  so  ist  zu  erwägen,  daß  der  Mann  im  1.,  im  2.  oder  in  irgend 
unem  der  folgenden  Versicherungsjahre  sterben  kann,  der  Betrag  1 
jber  (am  Schlüsse  des  Sterbejahres)  nur  dann  gezahlt  wird,  wenn 
( ie  Frau  in  diesem  Zeitpunkte  noch  am  Leben  ist.  Es  ergibt  sich 
( emnach  als  Einmalprämie  folgender  Ausdruck: 
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“ Ix  4^  1 

hl  - 1 

Ix  4-1  A - 

4-  2 bl  -f 

(-2 

L 

l ^ ' 

Ly 

0 

/7 

_ 

Py  -4-  1 1 

Ix  -r  1 A 4- 

2 D„ 

-4-- 

e 

■ Py  ^ 

L 

- Jjy 

\ 

Py  -f-  1 “T  A -f  1 . Pg 

^ 4-  3 + A 4-  2 ■ 

■ Oy  _ ,2  • 

1 

A . Py 

Ir  1 D, 

— 1 4"  A -4- 

2 Py~^2  4"  l' 

4-  3 Oy  _ 

U .3  — 

l.r  . Dy 

-1“  1 Ix  • Py  -i-  1 I A -t  1 • Py  -4  2 “l"  Ix  -f  2 * P} 


y — 4 


Ix  , PyJp  I 


I >'  ■ Py  ^ 1 • Py  -r  1 -|“  -r  2 ■ Py  -^2 

Ix  • Py 

Py  -r  1 „ 

7\  ’ 1 “.ry 
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Ein  40jähriger  Mann  will,  solange  er  und  seine  um  4 Jahre 
ältere  Frau  leben,  eine  jährliche  Prämie  von  200  K zahlen,  um  seiner 
Frau  für  den  Fall  seines  Todes  ein  bestimmtes  Kapital  zu  sichern. 
Wie  groß  ist  dasselbe,  wenn  12^0  Zuschlag  in  Anrechnung  kommen? 


Aus  der  Grundgleichung 


■ ^40:45  ^^40:44  4“  f -^40  44  ■ ^^40:  44 


ergibt  sich  für 
1 

Ato  44  = 


-^45 


^40:4j 


J^44 
^40: 44 


— 1 


, *)  15  829-29 

1 _ J. 13-180 

‘ 16  577-23  ^ 

ilTSöi 

= 0*017551 

0*002106  12*'  0 

.r  200  : 0-019  657  ^ ]0  175  A. 


*)  17  engl. 
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Zweiter  Abschnitt. 


Prämienreserve-Berechnung. 

§ 

Begriff  und  Berechnungsüiethoden  der  Prämienreserve. 

Bisher  wurde  ausschließlich  von  der  Art  der  Prämienermittlung 
gesprochen,  nicht  aber  von  den  Vorsorgen,  welche  die  Versicherungs- 
Gesellschaft  treffen  muß,  um  im  Zeitpunkte  des  Eintrittes  der  ver- 
sicherten Ereignisse  die  dann  fälligen  Summen  auszahlen  zu  können. 

Nachdem  die  Nettoprämien  jenes  Entgelt  darstellen,  welches  der 
Versicherte  der  Anstalt  für  deren  seinerzeitige  Leistung  zu  entrichten 
hat,  ist  die  Gesellschaft  in  den  Stand  gesetzt,  auf  Grund  der  ver- 
einnahmten Nettoprämien  und  Zinsen  den  Vertragsverbindlichkeiten 
zu  entsprechen,  vorausgesetzt,  daß  ihre  Versicherten  im  Durch- 
schnitte nach  der  der  Prämienberechnung  zugrunde  gelegten  Morta- 
litätstafel absterben  und  die  Anstalt  aus  der  Fruktifizierung  der 
Prämien  jene  Verzinsung  erzielt,  auf  Grund  deren  die  Tarife  (das  sind 
nach  den  verschiedenen  Altern  abgestufte  tabellarische  Zusammen- 
stellungen der  Prämien)  berechnet  wurden. 

Dieses  aus  den  Nettojyrämien  und  den  auf  gelaufenen  Zinsen  ge- 
bildete und  zur  Erfüllung  der  künftigen  Yer pßichtun gen  zu  reservierende 
Deckungskapital  nennt  man  allgemein  Prämienreserve. 

Die  Ministerialverordnung  vom  5.  März  1896  (sogenanntes 
kuranz-Regulativ)  schreibt  im  § 28  vor,  daß  „die  Prämienreserven 
der  Lebensversicherungen  für  die  in  Kraft  st(ihenden  Versicherungs- 
verträge nach  mathematischen  Grundsätzen  durch  einen  Sach- 
verständigen jedes  Jahr  zu  berechnen  sind  und  die  Berechnung 
mit  Zugrundelegung  von  Nettoprämien  und  mit  Anwendung  jener 
Mortalitätstafeln  und  jenes  Zinsfußes  zu  erfolgen  hat,  welche  der*) 
genehmigten  Tarifberechnung  zugrunde  gelegt  worden  sind”. 

Vom  Staatsamt  für  Inneres  und  Unterricht. 
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Diese  für  die  Berechnung  der  Prämienreserve  inFrage  kommenden 
mathematischen  Grundsätze  wollen  wir  nun  näher  kennen  lernen. 

Zu  diesem  Behufe  nehmen  wir  an,  daß  alle  in  der  Absterbe- 
ordnung beim  Alter  x verzeichneten  Personen  Ix  eine  Todesfallver- 
sicherung gegen  lebenslängliche  Prämienzahlung  abschließen; 
dann  erhält  die  Anstalt  zu  Beginn  des  1.  Versicherungsjahres  an 
Nettoprämien  den  Betrag  h-P^,  welcher  bis  zum  Schluß  des  Jahres 
auf  Ix-Px-i'  anwächst.  Für  jede  von  den  während  des  Jahres  ge- 
storbenen dx  Personen  wird  am  Schlüsse  des  Jahres  1 K fällig,  so 
daß  am  Schlüsse  des  1.  Jahres  ein  Betrag  von  LP^r  — dx  vorhanden 
ist.  Im  2.  Jahre  entrichten  i Personen  dieselbe  Prämie  1\  und 
stSrben  Jj  + i Personen,  so  daß  am  Ende  des  2.  Jahres  vorrätig  ist 

{lxPxT  — dx  + lx-^\.  Px)  r — d.r  l. 
ln  der  gleichen  Weise  erhält  man  für  den  Schluß  des  :3.  Jahres 

{Ix  Pe  dxr  Ix  + i-  Pxf  dr  + 1 -|-  (r  — 5 • Px)  T dr  •’ 

= IxPx  — dx  P-  + Ix  ^ 1 . Px  p — dxA.xr^lx^2.  Px  r — dx  - o 
= Px  {Ix  P^lx  + i.P  + Ix  + s . r)  — {dx  P^dx  + i.r-^  dx  ^ ..) 

oder  allgemein  für  das  Ende  des  Jahres 

Px  {Ix  r'  -|-  Z.r  4- 1 - r'  “ ^ 4-  Z.r  + ^ + -\-  Ix  + I - » ■ P ~r  ^x  + I - 1 ■ O 

— {dx  P ~ dx  i.  r*  dx  + I — -z  -r  dx  + I — i). 

Will  man  nun  von  diesem  Gesamtbetrag  den  auf  eine  Person 
entfallenden  Anteil  bestimmen,  so  hat  man  nur  diesen  Ausdruck 
durch  die  Anzahl  der  im  Zeitpunkte  der  Berechnung  noch  vor- 
handenen Lebenden  C-x  + t)  zu  dividieren  und  erhält  somit  als  Wert 
. der  Prämienreserve  nach  t Jahren  für  den  beim  Veriragsabschhtß 
x-Jährigen 

T-  n Irl'  ~r  Ix  -i-  ! . V'  ~ ^ + /.r  ^ 2 • r'  “ - L 4-  / _ 1 JT 

r r ^ jr  ' 7 

-r  t 

d.r  ^ j . — - 4- -p  4-  ^ — 2 ■ Ar  -j-  f — 1 

Ix  -f  t 

Der  Minuend  bedeutet  nichts  anderes  als  den  auf  den  Schluß 
des  Jahres  (also  den  Zeitpunkt  der  Berechnung)  eskomptierten 
Wert  der  bisherigen  Einzahlungen  des  Versicherten  und  der  Sub- 
trahend den  Wert  der  auf  denselben  Zeitpunkt  diskontierten,  seit 
Vertragsabschluß  gezahlten  Leistungen  der  Anstalt.  Demnach  erhalten 
wir  die  folgende  Definition: 

Die  Prämienreserve  ist  die  Differenz  aus  dem  auf  den  Zeitpunkt 
der  Prämienreserve-Berechnung  diskontierten  Y eri  der  bisherigen  Netto- 
Einzahlungen  des  Versicherten  und  der  bisherigen  Leistungen  der  Anstalt. 
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Diese  Art  der  Berechnung  nennt  man  die  retrospektive  Methode. 
Ersetzt  man  r durch  — und  multipliziert  Zähler  und  Nenner  beider 
Summanden  mit  r''  ^ dann  ergibt  sich  für 


^ -f  ^ 4-  1 1-  V'  + * _ 

V -r  ' . , 

1 . dr  + r *'  - - ■ dr,  4-  1 -j . (f,.  _ 1 

V^-^'  J,r  4- t 


__  N,-N._^ 


J/,  - J/.  ^ , 


L» 


. (Vgl.  S.  129  und  141.) 


r -*  • t 


Denkt  man  sich  im  allgemeinen  die  Prämienzahlungen  des  Ver- 
sicherten in  solche  vor  und  nach  dem  Zeitpunkte  der  Prämienreserve- 
Berechnung  zerlegt  und  mit  beziehungsweise  7V  bezeichnet  und 
auch  die  Leistungen  der  Anstalt  in  bisherige  Lf,  und  künftige  Li- 
unterschieden,  dann  wird,  da  Leistung  und  Gegenleistung  einander 
gleich  sein  müssen, 

Pij  Pf,  = Lu  ~r  Lf,,  beziehungsweise  Ph  — Ph  = Pt  — Pi- 

Da  wir  den  linken  Teil  dieser  Gleichung  als  den  Begriff  der 
Prämienreserve  definiert  haben,  so  muß  natürlich  auch  der  rechte 
Teil  als  solcher  gelten  und  wir  erhalten  als  2.  Definition: 

Die  Prämienreserre  ist  die  Differenz  zwischen  dem  Jetzticert  der 
kün  ftiijen  Leisiunaen  der  Anstalt  und  der  künftigen  Netto-Einzahlangen 
des  Versicherten. 

Bei  dieser  Berechnungsart  — jrrospektiveyi  Methode  — werden 
also  die  noch  ausstehenden  Zahlungen  der  Anstalt  und  des  Ver- 
sienerten  auf  den  Zeitpunkt  der  Prämienreserve-Berechnung  eskomp- 
tiert  und  voneinan-ler  subtrahiert. 

Es  ist  ohne  weiteres  klar,  daß  sich  die  prosjyektice  Methode 
insbesondere  bei  Versicherungen  gegen  Einmal  prämier  die  retrospektive 
Methode  hingegen  bei  Erlehensversicherungen  und  dann  empj^chlen  wird^ 
wenn  es  sich  bei  einer  auf  geschobenen  T evsicherung  um  die  Ermittlung 
der  Prdmienreserve  innerhalb  der  Karenz  handelt]  es  fallen  dann  die 
Abzugsglieder  weg,  da  bei  der  j)rosj)ektiren  Methode  keine  Ein- 
zahlungen des  Versicherten  mehr,  bei  der  rt  irospehtiven  Methode  aber 
noch  keine  Leistungen  der  Anstalt  in  Betracht  zu  ziehen  sind. 

Selbstverständlich  muß  der  Wert  der  Prämienreserve  nach  beiden 
Berechnungsmethoden  identisch  sein,  beziehungsweise  sich  die  Formel 
nach  der  einen  in  jene  nach  der  anderen  Methode  überführen  lassen. 
So  kann  z.  B.  die  obige  retrospektive  Formel  für  die  Todesfallver- 
sicherung mit  lebenslänglicher  Prämienzahlung  auch  geschrieben 
werden: 
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: A , . 

M.r  N.,.  \ 
Xr'eoZj’ 


— 1’,  ,\ir- 


Die  Prämienreserve  erscheint  also  dargestellt  als  Wert  einer 
Todesfallversicherung  für  einen  x'  -f  ^-Jährigen,  vermindert  um  den 
Wert  der  von  diesem  voraussichtlich  noch  zu  entrichtenden  Prämien 
und  d.  i.  die  Prämienreserve,  berechnet  nach  der  prospektiven  Methode. 

In  der  Folge  soll  die  Präniienreserve  im  allgemeinen  nur  nach 
einer,  und  zw’ar  der  im  gegebenen  Falle  empfehlensw'erteren  Methode 
ermittelt  werden;  ist  nichts  Besonderes  vermerkt,  so  -wurde  die  pro- 
spekiivc  Methode  verw’eudet. 

§ 60. 

Leibrenten -Versicherungen. 

Sofort  beginnende,  leben slän gliche  uachschüssige  Leibrente. 

,V*(a ,.)  = fd+A  . 4_  + . . . = a ^ „ 

l .r  - t L-  -f-  t 

d.  i.  d r Wert  einer  lebenslänglichen  nachschüssigen  Leibrente  für 
den  .r  -f  f-Jährigen. 

Es  ist  die  Prämienreserve  der  ersten  3 Jahre  für  eine  uachschüssig 
zahlbare  Leibrente  von  100  K für  einen  60-Jährigen  zu  bestimmen. 

, r,;y  = «,.j  .r=  10-504  und  für  10)  I\  Rente  1050'40  K 

,,r,.y  = «52  = 10-141  . , 100  „ , 1014-10  , 

3 TV,  = , 100  , 977-80  . 

Zu  denselben  Resultaten  gelangt  man  auf  die  folgende  Weise: 

Die  von  dem  60-Jährigen  zu  leistende  Nettoeinlage  beträgt 

100  . = 10  > . 10-866  = 1086‘60  K; 

nehmen  wir  an,  daß  alle  /««  Personen  die  Versicherung  abschließen, 
dann  erhält  die  Anstalt  an  Nettoeinlagen 


\r 


*)  Bei  der  Bezeichnung  der  Prämienreserve  pflegt  man  die  Versicherungs- 
kombination, um  welche  es  eich  handelt,  gewöhnlich  beizufugen. 


158 


Prämienreaerve. 


hievon  ab  die  am  Schlüsse  des  l.  Jahres 


ö'/a^'/u  Zinsen 2 66  7 511 


hievon  ab  die  Rentenzahlungen  des 

2.  Jahres /n2  • IQQ  7 07J  800 

71  802  324 


80 

647 

452 

2 

822 

661 

83 

470 

113 

7 

255 

500 

76 

2U 

613 

2 

667 

51.1 

78 

882 

124 

1 7 

07'J 

800 

: 72  555  ( — Z^i) 

= 1050-40  K = 1 V 


: 70  798  (=  42) 

= 1014-19  Ä'=  oT. 


Aufgeschobene  Leibrente. 
a)  Gegen  Einmalprämie, 
a)  t < k. 

Nach  der  retrospektiven  Methode: 

I).r 


a,)  =A;a., 


D 


x+  t 


I) 


Zum  besseren  Verständnis  des  vorstehenden  Resultates  sei 
folgendes  bemerkt: 

A ax  stellt  die  einmalige  Nettoprämie  für  die  durch  & Jahre  auf- 
geschobene Leibrente  ,i’‘  dar  und  nach  der  retrospektiven  Methode 
ist  der  Wert  dieser  Einlage  für  den  Schluß  des  Jahres  zu  be- 
stimmen. Hiezu  genügt  natürlich  nicht  die  bloße  Aufzinsung,  sondern 
es  ist  dabei  auch  das  Erlebensmoment  in  Rücksicht  zu  ziehen.  Da 

Tl  jene  Nettoeinlage  ist,  die  von  einem  a:- Jährigen  geleistet  -werden 

■^X 

muß,  wenn  er  nach  t Jahren  den  Betrag  1 ausbezahlt  erhalten  will, 
kann  man  auch  sagen,  daß,  vorausgesetzt,  er  lebt  nach  t Jahren  noch, 

die  seinerzeitige  Einlage  auf  1 angewachsen  ist  oder  den  Wert  1 

-*'.r 

repräsentiert.  Der  Wert  für  aU,  bestimmt  sich  somit  aus  der  Proportion 

I) 


Aa^:  = 

mit  tV  = 


IE 

A a,,. . I),c 

~T) 


X -f  f 


stellt  aber  nicht  nur  die  Prämieiireserve  nach  der  retro- 
spckiivtn,  sondern  auch  nach  der  Methode  dar,  denn 


<( 


I 


Leibrenten. 


Nx  + A 
Dx  -f  t 
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d.  i.  der  Wert  einer  Leibrente  für  einen  x — ^Jährigen,  die  im  Alter 
X -i- A'  beginnt  oder  noch  fc- — /Jahre  aufgeschoben  ist.  Man  hat  also 
bei  der  prospektiven  Methode  einfach  die  uvspriingliche  Ter  Sicherung 
gemäß  der  bis  zur  Prämienreserve-Berechnung  au f gelaufenen  Zeit  zu 
modifizieren  (das  Alter  x in  x + / und  die  Aufschubzeit  k in  k — /). 

ß)  t>k. 

/TO,  a.r)  = a,  A-, 


b ) Gegen  k Jahrespräm  ien. 
a)  t < k. 

Nach  der  retrospektiven  Methode: 

Die  bisherigen  Einzahlungen  des  Versicherten  sind  eine  auf 
t Jahre  abgekürzte  Leibrente  im  Betrage  P^  des  x-Jährigen,  bezogen 
auf  den  Zeitpunkt  /;  Leistungen  sind  der  Anstalt  bisher  nicht  er- 
wachsen, demnach  ist 

tV  eL,)=-Pr>\t^r.  f^ 0 

T-  ( 

N^  + ,.  N,  — N.  + f N..  — N.._, 

“N.— ~Px  Bx^t  N..  — N,_,’ 

Nach  der  prospektiven  Methode: 

Die  künftigen  Leistungen  der  Anstalt  sind  dieselben  wie  bei  der 
Versicherung  gegen  Einmalprämie  und  die  künftigen  Einzahlungen 
des  Versicherten  eine  noch  durch  A:  — /Jahre  zahlbare  Leibrente  des 
X -p  /-Jährigen  im  Betrage  der  Jahresprämie  Pr,  somit 

t V (t;  a.r)  — Px  • k~  iä  r t. 

p)  t>k. 
tVGa.;)  = a.r4-,. 

Ein  42-Jähriger  versichert  eine  mit  dem  vollendeten  65.  Lebens- 
jahre beginnende  lebenslängliche  Leibrente  von  jährlich  1000  K gegen 
Prämienzahlung  während  der  ganzen  Aufschubszeit.  Es  ist  die  Prämien- 
reserve nach  10,  15,  22,  23,  24  und  33  Jahren  zu  ermitteln "**■).  (Hiebei 
ist  natürlich  vorausgesetzt,  daß  der  Versicherte  in  diesen  Zeitpunkten 
noch  lebt,  denn  sobald  er  stirbt,  ist  die  Anstalt  jeder  Verpflichtung 
ledig  und  hat  auch  nichts  mehr  für  ihn  zu  reservieren.) 

*)  Vgl.  Aufgabe  S.  129;  wegen  des  besseren  Vergleiches  wurde  als  Renten- 
betrag 1000  angenommen. 
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Für  die  Zeit  innerhalb  der  Karenz  rechnen  wir  nach  der  retro- 
spektiven, nachher  nach  der  pn’ospektiven  Methode.  Demnach  ist 

^42  ~ 23  ^42  ^42  - Kl 


10  ^ 42  — = 


lä  ^ 42  ■ 


N42  ^C.5  -^32 

*)  0-217891 . 12-855  = 2-801  und  für  die  Rente  1000  . . 2 801  K 
N40  - 


^ (15 


^42  ^03 


i>37 


= 0*217891  . 22*26614  --  4*851 

•n  «1 

T» 

1000  . 

. 4 851 

^ 42  V V fi  ^ l*  t ^ 

■^'42 ^'65  ^04 

•• 

1000  . 

. 9 197  „ 

23  ^ 42  ^65  ^ 10  051 

n 

1000  . 

10  051  „ 

24  ^ 42  9 690 

1000  . 

. 9 690  „ 

3.3  ^ 42  — II75  = 6*659 

1000  . 

. 6 659  „ 

Es  zeigt  sich,  daß  für  eine  aufgeschobeiie  Leibrente  die  Prämieu- 
reserve  während  der  Karenz  stetig  wächst,  im  Zeitpunkte  des  Flüssig- 
werdens der  Rente  das  Maximum  erreicht  und  sodann  konstant  abnimmt. 

Ein  33-Jähriger  hat  für  eine  bis  zum  60.  Lebensjahr  aufgeschobene 
Leibrente  limal  eine  Jahresprämie  von  500  I\  zu  entrichten.  Wie 
groß  ist  bei  9 72"  oigem  Regiezuschlag  die  Främienreserve  nach  10, 
20  und  30  Jahren? 

ln  diesem  Falle  muß  vorerst  die  Höhe  der  Rente  ermittelt  werden. 

27  tlss  = 1^3  ■ 17^133 


I, 

I)  — 

i ' «J  u 


N 


33 


\- 


33 


^-^33 


Y 

fj  -^«0 

3^  \ Y 


111  786*3 


50 


631  205  — 238  213 


= 0*28445 


0*02702  9V/V0 

500  : 0*31147  = 1 605  A (vers.  Rente). 

Wird  die  Prämienreserve  nach  der  /n'ospcldicen  Methode  be- 
rechnet, so  ist 

10  ^ 3:1  = 17  ^l43  ^r,3  • 17^*43 

^ N,,,-  0-28415  (N43  — N50) 


= 3*5658  (Prümienreserve  für  ^1'’) 


N 


T'33  = , a,3  - 0 = = 8*2707,  30  ^^33  = - 10*778. 

Die  Prämienreserve  für  1605  K beträgt  somit 

nach  10  Jahren 5 723*10  7\ 

, 20  13  274*50  ^ und 

.30  „ 17  299*—  „ 

Abgekürzte  Leibrente. 

t f ( hU  r)  n — /n.r  ■ 


Nach  dei'  Reutner-Sterbetafel 


I 


f 


T 1 


Leibrenten. 


ISl 


61. 


Erlebens  Versicherung. 


a)  Gegen  Einmaljyrämie. 
Nach  der  retrospektiven  Methode 

Jjj.  Dj>  _j_  „ 


i V{„Ej)  ==  „Ex  • 


D 


x+  ( 


IJ 


jr  t 


h)  Gegen  n Jahres prämlen. 
Nach  der  retrospektiven  Methode: 

Es 


= ,a  , . 


Ex  4-  ( 

X -f-  K ^ J"  N -4-  f 

Nj-  Ex  t 

Ex^n  -D.r  4*  ^ 


N,  — N.  + „ * N,  — N,  + , P{tEx) 


Dies  ist  der  Quotient  aus  der  jährlichen  Nettoprämie  des 
x-Jährigen  für  eine  Erlebensversicherung  von  ?i-jähriger  Dauer  durch 
die  analoge  Prämie  von  A jähriger  Dauer. 

Diese  Formel  "wird  sich  insbesondere  dann  mit  Vorteil  ver- 
wenden lassen,  wenn  die  Jahresprämien  für  die  verschiedenen  Werte 
von  t bereits  berechnet  sind. 


Nach  der  prospektiven  Methode: 


t f n — tE^x  4-  i E X • \n  — fR 


Es  ist  für  die  Erlebensversicherung  eines  37-Jährigen  auf  das 
vollendete  60.  Lebensjahr  im  Betrage  von  1000  K gegen  Pröimien- 
zahlung  während  der  ganzen  Versicherungsdauer  die  Prämienreserve 


nach  1,  5,  10,  15,  20  und  23  Jahren  zu  bestimmen.  — In  Ermanglung 
der  nötigen  Nettoprämien  berechnen  *\vir  die  Prämienreserve  nach 
der  Formel 


1 T (23^^37)  = 

Eqo 

_ N37  - iXss 

= *)  0-023456  . 

1*0401 

= 0*02440 

N37  Nßo 

Ess 

5 ^ (23-^^37)  — 

N37  — N43 

— 0*0*>.a45ß 

5*6474 

— 0'13246 

^37  ^60 

E^A2 

10  E (23.A37)  = 

N37  N47 

= 0*023456  . 

12*643 

= 0*29655 

N37  - Ngo 

■ A7 

15  ^ (23-^37)  = 

i>00 

N37  N50 

— 0*023456 

21*567 

= 0*50589 

N37  - Ngo 

* ■ A2  ^ 

*)  Nach  der  Rentner-Sterbetafel. 

Ludwig,  Politische  Arithmetik.  4.  Aufl. 
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23  ^ (23-^37)  — 


37  60 

Ao 


Na.  — N, 


"V  "V 

i>37  — ^ 0 023456 . 33-4033  = 0-78351 

A- 

N37  — Nßo 2^ 

J^60 


Vergleicht  man  die  Prämienreserve  für  die  vei'sicherte  Summe 
1000  mit  den  Werten  der  bis  zum  Zeitpunkte  der  Prämienreserve- 
Berechnung  zu  31/2%  aufgezinsten  Nettoprämien  (23-456  . T IIP/,, ^),  so 
sieht  man,  daß  die  letzteren  durchwegs  kleiner  sind,  denn  es  betragen 


nach  1 Jahr 


die 

Prämienreserve 

24-40  K 


die  aufgezinsten 
Nettoprämieu 

24-28  K 


..  5 Jahren  . 

. . . 132*46 

130*18  „ 

-10  - . 

296*55 

284*80  , 

. 15 

505*89  „ 

468*44  . 

.20  - . 

. . . 783*51  „ 

686*54  ^ 

-23  - . 

. . . 1000*—  . 

836*59  ^ 

Der  Grund  für  diese  scheinbar  widerspruchsvolle  Tatsache  — 
denn  der  Anstalt  sind  zwar  innerhalb  der  23  Jahre  noch  keinerlei 
Leistungen  erw-achsen,  dafür  hatte  sie  aber  außer  den  Nettoprämien 
und  Zinsen  keinerlei  Einnahmen  — liegt  darin,  daß  die  Einzahlungen 
jener  Personen,  w'elche  nach  der  Mortalitätstafel  in  den  einzelnen 
Versicherungsjahren  sterben,  zugunsten  der  Überlebenden  verfallen 
und  deren  Prämienreserve-.vnteile  erhöhen.  So  sind  beispielsweise 
im  1.  Versicherungsjahr  an  Prämien  und  Zinsen  eingegangen 

kl  ■ A?  .-?•==  95  279 . 23-46  . 1-035  = 2 313  479; 

von  diesem  Betrage  entfällt  aber  auf  den  einzelnen  Versicherten 

2 3X3  4r  T t3 

nicht  «der  sondern  der  üg®*®  Teil,  somit  24-40. 

olU 

ln  gleicher  Weise  läßt  sich  die  Richtigkeit  des  Wertes  5 V kon- 
trollieren: 


kl 

II 

95 

279 

.23-456  rz 

_ 9 
— ^ 

234 

860 

hiezu 

2 Io 

Zinsen 

. 

78 

220 

hs 

• Ag,  = 

: 94 

810 

. 23-456  = 

- 0 

— >w 

223 

s7o 

4 

536 

950 

*11/ 

O / o 

/o 

Zinsen  . . 

158 

794 

. A = 

: 94 

321 

. 23*456  - 

_ 9 
— ^ 

212 

400 

6 

908 

144 

31,7, 

% 

Zinsen  . . 

. 

241 

785 

Uo 

. A = 

: 93 

811 

.23*456  == 

= 2 

200 

320 

9 

350 

249 

70  (Prämienei rinahme  im  2.  Jahre) 


.... 


- V 


f 


Kapitalversicherungen. 


163 


Transport  . . 9 350  249 

372^0  Zinsen  . . . 327  258 

= 211 .2d‘^bß  — 2 187  900  (Prämieneinnahme  im  5.  Jahre) 

11  865  407 

37«%  Zinsen.  . . 415  289 

12  280  696 

: 92  715  (=  ^42  = Lebende  im  Zeit- 
= 132’46  punkte  der  Keserve- 

ermittlung). 


§ 62 


Todesfall  versiehe  rangen. 
aj  Gegen  Einmalprämie, 
(-Tr)  = -p / = t — 


b)  Geyen  lebenslängliche  Prämienzahlung. 

(*T.r)  = -Tor  + ( Px  . a.r  i 

_ Mx±^  _ ^ _N^  _ _ Mx  Y N ^ , 

Px-{-t  Nx  Px-\-t  Px~f 

-[P(^g.+,)-P(A,)].a.  + p 

Diese  Formel  stellt  das  Produkt  dar  aus  der  vorschüssigen 
Leibrente  des  a:  — f-Jährigen  und  der  Differenz  zwischen  den  Netto- 
prämien für  eine  Todesfallversicherung  des  x~j- ^Jährigen  und  des 
x‘-Jährigen. 

Die  durch  die  Leibi’ente  ausgedrückte  Prämienreserve  ist 

#*)  /'  i \ n 

tE{Äx)  = 1 ( —d)  + ( = l 

\ Qx  ^ a r 

Ein  35- Jähriger  hat  eine  Todesfallversicherung  auf  1000  K gegen 
lebenslängliche  Prämienzahlung  abgeschlossen;  wie  groß  ist  die 
Prämienreserve  in  den  ersten  4 und  nach  24  bis  27  Jahren? 

Unter  Benützung  der  Rentenformel  ergibt  sich 

,r  (A35)  = 1 --  = 0-01548  . 

^35 

r-/.  ^ 17*484 

J (^35)  = 1 — =0-03122  . 

^ ^ 18-047 

T-/  . . 17-195 

.'•  (-!=>)  = 0-04-21  . 

J'(A35>  = 0-06345  . 


Pramien- 
reserve 
für  1000  K 

15-48  I\ 

31-20  , 

47-21  , 
63-45  . 


Jährliche 

Zunahme 

15-48  K 
15-74  . 

15- 99  , 

16- 24  , 


nach 
SVsVo 

12*49 
25-35  . 
38*59  .. 

%J  ^ ^ 


eugl. 

11*49  A 

23-34  . 

35*59  .. 
48.25  , 


Prämienreser%*e 
17 


*)  Siehe  S.  137. 

=’=*)  Siehe  S.  140. 

11* 
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Prämien-  Prämienreserve  nach 

reserve  engl.  Gesellschaften 

für  lOOO  K Zurahme 


390-70  A'  374  06  K 


äfiO 

ds5 

= 0-43769 

437-69  , 

18-06  A" 

409*35  „ 

392-53 

9*8242 

18*047 

= 0*45562 

455*62  „ 

17-93  , 

428-—  , 

411*02 

9*1848 

18*047 

^0*47341 

473-41  , 

17-79  , 

446*59  „ 

429*52 

04  r ( J.35)  = 1 — ^ - = 0-41963  419-63  Ä"  390-70  A'  374  06  A' 

*135 

25  r (^35)  = 1 — - ® = 0-43769  437-69  , 18  06  A^  409-35  „ 39-2'53  , 

^35 

9*8242 

36r(.l35)=l  — —— = 0-45562  455-62  , 17  93  , 428-—,  411-02  , 

9*1848 

„,r(.435)  = l—  — - = 0-^  473-41  , 17-79  , 446’59  , 429-52  , 

lo'U47 

In  -welcher  Weise  der  Zinsfuß  die  Höhe  der  Prämienreserve 
beeinflußt,  ist  aus  den  letzten  zwei  Kolonnen  zu  entnehmen. 

Wie  sich  die  Prämienreserve  bei  3V2%igen  Rechnungsgrund- 
lagen aus  den  Einlagen  (Nettoprämie  = 21-594)  und  Auszahlungen 
allmählich  entwickelt,  geht  aus  folgender  Aufstellung  hervor: 

(35  . A35  = 93  048 . 21-594  = 2 009  316 

31/270  Zinsen  70  326 

2 079  642 

ab  1000.  ^(35  649  000 

1 430  642:92  399  (= 

= 15-48  = 1 V 

l^,. . P35  = 92  399. 21-594  = 1 995  260 

3 425  902 

31  a7o  Zinsen  119  907 

3 545  809 

ab  1000.  t/a,;  682  000 

2 863  809:91  717  (=  (37) 

= 31-20  = .,F  usf. 


c)  Gegen  abgekürzte  Prämienzahlung, 
a)  t <i  n. 

t f (Aj.)  ==  -Aj.  .j.  ( I j. . |„  — liij.  ( 
und  bei  Verwendung  der  Leibrentenwerte: 

< F(A.)  = 1 - a,  + , — P. . fa.  + , - 

V -Ux-^r  t 


1 1 (A^)  — 1 (I . a^  I ‘Px  • ^ 

— 1 — Zx  + t{d  Px)  Px. 


Nj.  4-  n 


’x  + t 


ß)  t > n. 

iV {Ax)  =zAx  + t=  1 — cf.a  j_,. 

Ein  33-Jähriger  hat  eine  Todesfallversicherung  von  1000  A mit 
25jähriger  Prämienzahlung  abgeschlossen.  Wie  groß  ist  die  Prämien- 
reserve im  Vergleiche  zu  der  obberechneten  Kombination? 


Verwendet  man  für  f<;25  die  Formel 
(^35  = 1 — 835 +<  ("0  03381 64 -f- „ --  -4- 

^ A35  NgflZ 

= 1 — 0-059406  835  -|_  i -f-  2012-899  : P35  + ,, 
so  erhält  man  als  Prämienreserve 

.T-.  j-  1-  -2.  ftir  die  v< 

für  die  Einheit  Samn] 

. 2012-899 


^/35 


i ^60 

^60  -^35  4- ^ 


für  die  versicherte  Jährliche 

Somme  1000  Zunahme 


j F35  = 1 — 0 059406 . 17-768  -f 


26  780 


1*07516  — 

1*05553 

= 0*01963 

19-63  A 

19-63  K 

2 1 35  = 

1*07837  — 

1-03865 

= 0*03972 

39-72  , 

20-09  . 

3 ^ 35  — 

1-08175  — 

1*02149 

= 0*06026 

60*26  „ 

20-54  , 

4^35  = 

1*08531  — 

1*00408 

= 0*08123 

81*23  ^ 

20*97  ^ 

• • • r • 



24  ^ 35  

1*24242  — 

0*62221 

= 0*62021 

620-21  A 

TT 

25  ^35  

1 d . d.QQ 

= 0*65683 

656*83  „ 

36-62  K 

26  1^35  = 

1 — 0*33223 

= 0*66777 

667-77  , 

10-94  , 

Es  zeigt  sich,  was  übrigens  wohl  vorauszusehen  war,  daß  die 
Prämienreserve  für  eine  Todesfallversicherung  im  Falle  abgekürzter 
Prämienzahlung  wesentlich  rascher  zunimmt  als  bei  lebenslänglicher 
Prämienzahlung;  diese  reichlichere  Dotation  erreicht  jedoch  mit  dem 
Ende  der  Prämienentrichtung  das  Maximum;  die  Zunahme  in  den 
folgenden  Jahren  ist  erheblich  kleiner  als  bei  der  früher  be- 
sprochenen Kombination. 

Aufgeschobene  Todesfallversicherung. 

a)  Gegen  Einmalprämie, 
a)  t k. 


TF  / J \ A*)  ^ 4-  ^ 4-  ^ 

t 


^ -j-  t _ ; _ Mx 
Ex  -f  t Ex  A-  t 


ß)  t>k. 

t T .A.X  -j~  t = 1 d Sj:  /. 

b)  Gegen  lebenslängliche  Prämienzahlung. 

a)  t a k. 

*)  Eine  Todesfallversicherung  für  den  x -f*  ^-Jährigen,  die  noch  durch 
X*  — ^ Jahre  Jahre  sind  von  der  ursprünglichen  Karenz  ä bereits  abgelaufen)  auf- 
:r'35choben  ist. 
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Prämienreserve. 


Nach  der  retrospeMiven  Methode: 

D 


,T'(,  J.)  = (Px.|<a.-0)y— 


^Ix~\-]c  Nx  Nj- 


X 

4- 
+ * 


N 


X 


D 


X + t 


ß)  t>k\ 

t ^ (t  t ^X  • t ' 


M 


x + t 


^x  'Dx 


l^X  -f  t 

1 d Üj-  t 1 X • 3j:  -f-  t ““  1 3-j:  4'  ^ ”1” 


1!' 


Temporäre  Todesfallversicherung. 
a)  Gegen  Kinma  Iprämi e. 

1 1 ( — ■ M — t^^x  4“  t 


•d/x  -j-  ( ■ JIx  4"  fl 


D 


x^t 


bj  Gegen  Jahre^prämien^ 
zahlbar  während  der  ganzen  Versicherungsdauer. 


t ^ — I«  — i-dj  ( 

_Mx^t 

D 


^Ix  + 71 

X Ar  t 


Px  • I»  — t^x  t 

^Ix  " d-/jj  n ^3*  4"  ^ 

N7— N 


N 


X -r  >t 


>x  >i 


Px 


und  bei  Verwendung  der  Rentenwerte: 


,r(„xl.,)  = l 


7 X A-  n 

d^x  A-  t 


M 

D 


N 


X 4-  t 


— 1 — “T  P^  ^ 


-P.  ax. 

4-  t‘ 

d/jf  4-  n P r • N * n 


1> 


x-{-t 


Es  ist  die  Prämienreserve  für  die  auf  S 112  berechnete  Schuld- 
(Deckungs-)Polizze  zu  bestimmen  (a;  = 40,  ?i”l2). 

Rechnen  wir  nach  der  Rentenformel,  dann  ist 

( ^ 40  — f P Pio)  ^40  4-  i (d^52  -^40  • ^52)  ' -^40  4"  t 

= 1 — [(0-033816 + 0’01 2731).  a4o -4  ( + (71  93*86  -- 2063-06)  :D4o  + (], 
demnach 

..  ^ , 0130-80^ 

, F40  = 1 - ( 0-046547 . 14-743  + ) 


V 


17  198 

1=  0 01542  und  für  1500  K 23‘13  K 


T.  ^ , 5130'80\ 

4Vo  = 1-  (0  046547.  14-422  + 


= 0-01562  , , 1500  „ 


23-43 


t 


Kapitalversicherungen. 
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8 40 


Fn=  1 — 0-046547.14-098 


j2  F4o  = i — 0-046547  . 12-786 


5130-80  ^1 
^ 15  6Ö2^y 
= 0-01492 
5130-80  ^ 
”l2  674~*y 


und  für  1500  Ä 22-38  A' 


1500 


Die  Prämienreserve  einer  temporären  Todesfallversicherung  ist, 
wie  man  sieht,  außerordentlich  geringfügig;  sie  nimmt  anfangs  zu, 
später  wieder  ab.  Bei  der  Versicherung  gegen  Einmalprämie  ist,  wie 
man  sich  leicht  überzeugen  kann,  ein  ständiges  Sinken  zu  konstatieren. 


§ 63. 

Gemischte  Versicherung. 


I*  1 (-^ix  n [)  -dj;  _j-  ( ^)  . i 


aj  Gegen  Einmalgmimie, 

^ \ Px  -f-  ti  d“  d/x  A~  t d/x  A-  n 


oder  mit  Beziehung  auf  S.  143 


f (-dx  H [)  — 1-  d . — ^a^  4- 1 1 d 


b)  Gegen  Jahresprämien ^ 


X t 


Nx  ^ „ 


t ^ (d-x  n l) 


zahlbar  während  der  ganzen  Versicherungsdauer. 

-dx  _p  f ; I Px  ’ n — t 

^x  4- „ -f-  d/x  + ? d/x4-w  Dx -j.- « d“  d7x d/x_f,t  Nx  — / Nx4-« 

Px  4-  i Nx  4-  n Px  — t 


oder  unter  Benützung  der  Rentenwerte 

t ^ (d-x  n l)  1 6?  . _ ^ax  -J~  t ( ) 

Vi«ar  / 


^ ) • bi  — ^3x  ^ t 1 


In  — ^a 


X -i-  / 


Es  ist  die  Prämienreserve  für  eine  gemischte  Versicherung  des 
40-Jährigen  auf  das  60.  Lebensjahr  mit  Prämienzahlung  während  der 
ganzen  Versicherungsdauer  zu  bestimmen.  (Siehe  Beispiel  S.  143.) 
Nach  der  Rentenformel  ist 


Nx-f  f Nx  + n 

Px  Nx  - 

Nx-Nx+n  “ 

Px 

N40  -f  t — Nfio  7^40 

Paq  + 1 N40  Neo 


^x  + t Nx  + n Px 

Nx“-  N7+'n 


*)  Einmalprämie  eines  x + NJährigen  für  eine  gemischte  Versicherung  mit 
n — f-jähriger  Dauer. 


V 
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Prämienreserve. 


0 

II 

1 

352  550  — 78  663 

— n-n.qas.q 

21  624 

375  143 

— 78  663 

und  für  1000  A'  . 

34*83  K 

II 

0 

0» 

1 — 

330  926  78  663 

-0*076202 

= 0*07072 

20  685 

und  für  1000  K . 

70*72  , 

3 ^ 40  

1 — 

310  241  — 78  663 

-■0*076202 

= 0*10760 

19  774 

und  für  1000  K . 

107*60  , 

0 

0 

II 

1 

7*8648.0*076202  = 

0*40069  . 

TV  - n • 

400*69  „ 

15^  40 

1 — 

4*4335.0  076202  = 

0*66216  . 

w r«  ^ * 

662*16  , 

\r  

18^  40  — 

1 — 

1-9358.0*076202  = 

0-85249  . 

ri  V V V • 

852*49  „ 

19^' 40  = 

1 — 

1 .0-076202  = 

0*92380  . 

T TV* 

923*80  ^ 

20^  40  

1 

— - 

1 

TV  VT' 

1000*—  „ 

,Fx  = 


»wi  — t 


§ 64. 

Versicherung  ä terme  fixe. 

D 

V 


P 

• ln  — t^x  -f  t “ f ^wi/Ts:“  _I-n: 


Nk  -J-  ( Nj;  -}_  « 


r^*-'  ■ ?■'-  ^ — Na;_f.„)  DxJrt 

Es  ist  zu  der  auf  S.  144  besproclienen  ä terme  fixe-Versicherung 
(x‘  = 40,  n = 20)  die  Prämienreserve  pro  1000  K versicherte  Summe 
zu  bestimmen. 

;;=) 

V - ^ 

iO  — 


^.20  — t 
1 


— P 


N 


40  4-  t 


N. 


GO 


40 


D 


40 


. N40-Fr— "SOGS 
— 0-0382965  -- 


= 0*520156  — 0-0382965 . 12*666  = 0*03509  u.  für  1000  K 


35-09  K 


2^  40 

= 0*538361 

— 0*0382965. 

12-195  = 0-07134 

r» 

V 

71*34 

V 

3Ü40 

= 0*557204 

— 0-448490 

= 0-10871 

V 

V 

T! 

V 

108-71 

V 

10^40 

= 0*708919 

— 0-301194 

= 0*40773 

T 

V 

V 

V 

407-73 

V 

15^  40 

= 0-841973 

— 0*169788 

= 0*67219 

V 

V 

V 

V 

672*19 

V 

TF 

18^  40 

= 0-933511 

— 0*074134 

= 0*85938 

V 

V 

V 

859*38 

■n 

V 

19^  40 

= 0*966184 

— 0*038297 

= 0-92789 

V 

r* 

V 

V 

927*89 

V 

20^40 

= 1 

= 1 — 

r 

w 

V 

V 

1000*  — 

V 

Hiebei  ist  vorausgesetzt,  daß  der  Versicherte  das  Ende  der  Ver- 
sicherungsdauer erlebt;  wäre  er  beispielsweise  schon  im  12.  Jahre  ge- 
storben, dann  wäre  15  T^4o  = — 0 = 0*84197,  beziehungsweise  841'97  K. 


*)  Dieser  Faktor  wurde  bereits  bei  der  unmittelbar  vorangehenden  Aufgabe 
ermittelt. 


Versicherung  gebundener  Leben. 
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§ 65. 

Versicherungen  mit  Prämienrückgewähr  und  verbundener 

Leben. 

Erlebensversicherung. 

Nach  der  retrospektiven  Methode: 


(1  + JQ  J nK . 

= “ (1  + I^)  1'^"]  x»^  +7 

Aufgeschobene  Leibrente. 
Nach  der  retrospektiven  Methode; 

' 1 + yQ  • 1'^-]  ift; 


= k-^x  f ( f "I“ 


100 


d 4-  t 


Verbindungsrente. 

/ f (^  j:  t/)  4"  ^ : y 4" 

Einseitige  Überlebensrente 

a ) Gegen  Einmalprämie. 

t ü (a^|t/)  ==  4-  / äx  4-  ^ : ,v  "T 

b)  Gegen  Jahrespvümien, 

J^(ax!y)  = äy  4- 1 S'X  4"  ^ = y 4"  ^ y • ^ fv  4*  ^ 4~  ^ ^ ~T'  y)  • ^x4“  ^ - y 4** 


oder  auch 


^ 4-  ^ äx  4-  i : y 4-  ( a f ^ 


^ t'.  y 


a,y  4-  f 4-  ( : y 4-  i • 

Es  ist  zu  der  auf  S.  150  besprochenen  Witwenpension  (x  = 38, 
2/=35,  Pension  1200  jSl)  die  Prämienreserve  nach  5 und  10  Jahren 
zu  berechnen. 

t V (^38  35)  — ~j“  -^3813"))  • 338  -F  ( : 35  4-  < 

5 V (a38|35)  = 3oo  — - i'3363  a43:40 

= 18  421*)  — 1*3363.13*513  = 0-364  und  für  1200  iC  436*80  iiT 
10  ^ (338I35)  = 345  — 1*3363  . ais;4r) 


16-931  _ 1-3363 . 12*064  = 0‘810 


n y « « 


Rentnertafel. 


170  Prämienreserve. 

In  beiden  Fällen  ist  vorausgesetzt,  daß  nicht  nur  die  Frau, 
sondern  auch  der  Mann  noch  lebt;  wäre  letzterer  beispielsweise  vor 
oder  in  dem  10.  Jahre  gestorben,  dann  wäre 

345  — 0^16*931  und  für  1200  . 20  317*20  A^ 

In  dem  Zeitpunkte,  in  welchem  der  Mann  stirbt  und  die  künftigen 
Prämienzahlungen  in  Wegfall  kommen,  steigt  also  die  Prämienreserve 
plötzlich  um  ein  sehr  Bedeutendes,  um  dann  von  Jahr  zu  Jahr  wieder 
abzunehmen. 

Gegenseitige  Überlebensrente. 

a)  (regen  Ei nmaliyrämie. 

Xi/  -f  t f ^ t : y 

b)  Gegen  Jahresprämien. 

J xy  äj  -j_  / -f-  t 2 t : y ^ x y * -\r  t : y 1 

-f  t ”f~  t (2  "p  Px  ^ : y 4~  ^ 


— -f-  ; 4"  f : y _l_  f ^2  -(“ 


a^4-  a„  — 2 a 


— Sj-  -u  f ~ a« / 


a^  — t—  ai 


t \ y t» 


Wie  groß  ist  die  Prämienreserve  des  3.,  10.  und  20.  Jahres  zu 
der  auf  S.  151  besprochenen  gegenseitigen  Überlebensrente  (a:=55, 
7/ = 50,  Rente  1500  K)  unter  der  Voraussetzung,  daß  beide  Personen 
am  Leben  sind? 

= ^55  ( -}-  SjO  + 7 (2  ^55  : 5ü)  ^öö  + < : 50  - t 

3 ^ =^58  + ^53  2'8515  asH  ; 53 

= 12-582  + 14-328  — 2-8515. 9 2227  = 0-6  11  u.fürl500  A'  916-50Ä 
inT  = Sfii-.  *4“  ann  2-8515  . a.,;;  ■ Rn  „ . . . 2547' — . 


10  T • — agj aoo  — 2'8515  . a,j5 : 60 
20  T = ^75 -[”  aio  2'8515  . ai5 ; 70 


, , , „ 3204-—  „ 


Ist  im  20.  Versicherungsjahre  y gestorben,  dann  ist 
20  T'=  »75  = 6-6595  und  für  1500  Ä' 9 989'25Ä', 

wäre  aber  x bereits  tot  und  y am  Leben,  dann  wäre 

20  r = a7o  = 8-2853  12  428-— 

4 

Gegenseitige  Überlebensversicherung. 
a)  Gegen  Einmalprämie. 

t ^ {.-^xij)  I ^ ^ : y -f 

h)  ( iegen  Jahresprämien, 

tJ  (ary)  = 1 d . ^x  ^ t : y -y  t Px y • ^x  t : y 1 ~~  1 {d  Pxy)  ä:c  -f  ( : y 4- 


Versicherung  gebundener  Leben. 


Pj.  y d, 

<^xy 


demnach 


( 1 ('4-a:y)  1 


äj:  t : y -f-  f 


Wie  groß  ist  für  die  gegenseitige  Überlebensversicherung  auf 
S.  152  (x-  = 50,  ^ = 40,  Kapital  14  000  A')  die  Prämienreserve  nach 
12  Jahren,  wenn 

Ci)  noch  beide  Personen  am  Leben  sind? 

12  r==  1 — (0-033816  0 048071)  802 ; 52 

‘ 1 _ 0-081887 . 8-5079  ==  0'303314  und  für  14  000  A 4246  40  K 

ß)  X gestorben  ist  und  y lebt? 

,„r=  1 — c^a, 50  = 1 — 0-033816 . 14-667  = 0-50402  7056'28  „ 

Im  ^ 

y)  y gestorben  ist  und  x lebt? 

J2Ü=  1 —da, ;2  = 1 - 0-033816 . 11-141  = 0-62326  8725'64  , 


Abfindungswerte. 

Die  Berechnung  der  auf  eine  bestimmte  Versicherung  ent- 
fallenden Prämienreserve  erweist  sich  duch  dann  als  nötig,  wenn 
ein  Vertrag  vor  Eintritt  des  versicherten  Ereignisses  storniert, 
d.  h.  das  Vertragsverhältnis  zwischen  Anstalt  und  Versichertem 
vorzeitig  gelöst  wird.  Das  Assekuranz-Regulativ  bestimmt  nämlich 
im  § 12: 

.1.  Polizzen,  welche  mindestens  drei  Jahre  in  Kraft  sind,  . .*).  . 
dürfen  wegen  Einstellung  der  Prämienzahlung  nicht  ohne  Entgelt 
storniert  werden; 

2.  das  Entgelt  hat  nach  Wahl  des  Versicherten  entw'eder  in 

der  Gewährung  einer  Rückkauf ssuinmc  oder  in  der  Ausstellung  einer 
prämienf seien  Polizze  mit  reduzierter  Versicherungssumme,  beziehungs- 
weise Rente  zu  bestehen, 

3.  im  Falle  des  Rückkaufes  hat  die  Rückkaufssumme,  wenn 
dieselbe  mit  einer  gleichbleibenden  Quote  während  der  ganzen  Dauer 
der  Versicherung  bemessen  wird,  mindestens  drei  Viertel  der 
Prämienreserve  zu  betragen;  wenn  die  Rückkaufssumme  aber  nach 
einer  mit  der  Versicherungsdauer  bis  zur  Höhe  der  vollen  Prämien- 
reserve steigenden  Skala  berechnet  wird,  so  hat  diese  mit  einer  Quote 
von  mindestens  60%  der  Prämienreserve  zu  beginnen; 

*)  „ausschließlich  solcher  für  temporäre  Versicherungen”;  z.  B.  bei  einer 
temporären  Todesfallversicherung,  wo  das  Kapital  möglicherweise  überhaupt  nicht 
fällig  wird. 
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4.  im  Falle  der  Reduktion  der  VersicJierung  ist  die  reduzierte 
Versicherungssumme,  beziehungsweise  Rente  unter  Zugrundelegung 
der  vollen  auf  die  Versicherung  entfallenden  Prämienreserve,  oder 
bei  gemischten  Versicherungen  im  Verhältnisse  der  abgelaufenen  Ver- 
sicherungsjahre zu  der  im  Vertrage  festgesetzten  Versicherungsdauer 
zu  berechnen”. 

Die  praktische  Bedeutung  dieser  Bestimmungen  soll  an  einigen 
Beispielen  gezeigt  werden. 

Ein  35-Jähriger  hat  eine  Todesfallversicherung  auf  1000  iv  gegen 
lebenslängliche  Prämienzahlung  abgeschlos.sen,  ist  aber  wegen  miß- 
licher finanzieller  Verhältnisse  nach  Entrichtung  der  25.  Prämie  nicht 
mehr  in  der  Lage,  die  Prämienzahlung  fortzusetzen.  Auf  welches  Ent- 
gelt hat  er  Anspruch? 

Entscheidet  er  sich  für  den  Rückkauf  und  beträgt  die  Rück- 
kaufsquote durchwegs  807o  der  Prämienreserve,  dann  erhält  er,  da 
für  diese  Versicherung  gemäß  S.  164  «5L==  437'69, 

437-69 . 0-8  = 350-15  K. 

* 

Anstatt  dieser  baren  Abfindungssumme  kann  er  eine  Polizze 
auf  eine  Todesfallversicherung  mit  entspre<!hend  geringerem  Kapital 
erhalten,  für  welche  keinerlei  Prämien  mehr  zu  entrichten  sind' 
(prämienfreie  Reduktionspolizze).  Die  Ermittlung  dieser  reduzierten 
Versicherungssumme  ist  identisch  mit  der  Frage:  welches  Kapital 
erhält  ein  60-Jähriger  (Alter  im  Zeitpunkte  der  Prämieneinstellung) 
gegen  eine  einmalige  Einlage  von  437-69  K versichert? 

^Go  = 1 — c(aeo  = 1 — 0-033816 . 10'148  = 0-65683; 

legen  wir  einen  Regiezuschlag  von  10%  zugTunde,  so  folgt  als  redu- 
zierte Versicherungssumme  437  69  : 0-72251  = 606  K. 

Eine  gemischte  Versicherung  vom  40.  auf  das  60.  Lebensjahr  (siehe 
S.  168)  wird  nach  15jähriger  Prämienzahlung  storniert.  Wie  groß  ist 

a)  die  reduzierte  Versicherungssumme? 

h)  der  Rückkaufsbetrag,  wenn  derselbe  nach  einer  mit  60%  der 
Prämienreserve  beginnenden  und  mit  jedem  Versicherungsjahr  um 
2%  steigenden  Skala  zu  berechnen  ist? 

ad  a)  Das  Verhältnis  der  abgelaufenen  Versicherungsjahre  zu 
der  im  Vertrage  festgesetzten  Versichertingsdauer  ist  15 : 20,  sohin 
ergibt  sich  der  Reduktionsbetrag  aus  der  l’roportion 

15  : 20  = x:  1000  mit  T.iO  K. 

ad  b)  Nach  15  Jahren  sind  als  Rückkauf  zu  gewähren: 

60-1-2.15  = 90% 

der  Prämienreserve,  d.  s. 

662-16 . 0-9  = 505-94  K. 


- 


\ 


). 
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Eine  immer  mehr  in  Übung  kommende  Art  der  Abfindung 
besteht  in  der  Umwandlung  der  Versicherung  in  eine  prämienfr etc  Ver- 
sicherung für  den  vollen  Betrag,  aber  mit  beschränkter  Versicherungs- 
datier.  In  diesem  Falle  wird  der  volle  Betrag  der  Prämienreserve 
als  einmalige  Prämie  zu  dem  Zwecke  verwendet,  um  den  Versicherungs- 
nehmer in  der  Höhe  der  ursprünglich  vereinbarten  Summe  zu  ver- 
sichern, jedoch  nur  für  jenen  Zeitraum,  für  den  diese  einmalige 
Prämie  als  Deckung  des  Versicherers  ausreicht 

Ein  38-Jähriger  hat  eine  Todesfallversicherung  auf  5000  gegen 
25jährige  Prämienzahlung  abgeschlossen.  Wie  lange  bleibt  er  auf  die 
volle  Summe  versichert,  wenn  er  nach  10  Jahren  die  Prämienzahlung 
einstellt  und  bei  der  Umwandlung  ein  10%iger  Regiezuschlag  an- 
gerechnet wird? 

Die  Prämienreserve 


F«  = — B 


10  38 


38  • 15^48 


setzt  die  Kenntnis  der  Nettoprämie  voraus;  diese  bestimmt  sich  aus 
der  Gleichung 


-^38 ^^38  25^138 

mit  /^33  = -- 

Sohin  ist 
1 


1^38 

^38  ^t>3 


10  304-72 


423  355 — 56  991 


- =0-028127. 


1/48  — 0-028127  (N48  - Xßs) 


10  * 38 


D 


= 0-22942 


48 


und  die  Prämienreserve  für  5000  K . . . 1 147-10  K. 

Dieser  Betrag  ist  nun  als  Einmalprämie  für  eine  auf  to  Jahre 
abgekürzte  Todesfallversicherung  per  50UO  K des  48-Jährigen  zu  ver- 
w^enden.  Es  ist  somit 


48 


oder 


1-1 


1-0-1  5000  = 1147-10 

J/48  — J/48 


0; 


1) 


= 0-22942 


48 


und  J/4S  -t-oj  = 4909’—. 

Da  J/«o  = ö091-55  und  = 4820-15, 


ist  48  — eo 


60 


61 


und 


CO 


13 


Jahre. 


Betrachtet  man  die  zwischen  und  liegenden  Werte 

als  Glieder  einer  arithmetischen  Reihe,  so  folgt  für  oj  = 12  Jahre, 
6 Monate,  3 Tage. 

Stirbt  der  Versicherte  während  dieses  Zeitraumes,  so  hat  die 
Anstalt  die  volle  versicherte  Summe  (5000  A^)  zu  bezahlen;  tritt  aber 
der  Tod  in  dieser  Zeit  nicht  ein,  so  erlischt  mit  dem  Ablauf  der- 
selben jede  Zahlungsverbindlichkeit  für  die  Anstalt. 
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§ ÖT. 

Kürzung  der  Prämienreserve  („Zillmerei”.) 

Wähx’end  die  Verwaltungskostenzuschläge  in  normalen  Zeiten 
hinreiehen,  auch  die  mit  der  Anwerbung  neuer  Versicherungsverträge 
verbundenen  Kosten  (Abschlußprovisionen  und  Ärztehonorare)  zu 
decken,  müssen  sie  jetzt  bei  den  so  außerordentlich  gesteigerten  Regie- 
aufwendungen fast  gänzlich  für  die  laufenden  Auslagen  verwendet 
werden.  Ein  Verzicht  auf  den  Abschluß  des  Neugeschäftes  würde  zum 
allmählichen  Verschwinden  eines  der  mächtigsten  Zweige  unserer 
ganzen  Volkswirtschaft  — der  Lebensversicherung  — führen.  Eine 
Erhöhung  der  Kegiezuschläge  und  damit  der  Prämien  kann  bei  den 
in  Kraft  stehenden  Verträgen  nicht  vorgenommen  werden,  käme  also 
nur  bei  Neuabschlüssen  in  Frage  und  würde  daher  den  Anstalten  nur 
allmählich  neue  Mittel  zuführen,  wogegen  bei  ihnen  augenblicklich 
das  dringendste  Bedürfnis  nach  Abhilfe  besteht;  überdies  sind  den 
Prämienerhöhungen  im  Hinblicke  auf  den  Sparcharakter  sehr  vieler 
Versicherungen  gewüsse  Grenzen  gezogen.  Aus  allen  diesen  Er- 
wägungen hat  die  Staatsverwaltung  mit  der  Vollzugsanweisung  vom 
26.  April  1919  die  Möglichkeit  geschaffen,  daß,  wie  die  amtliche  Vei’- 
lautbaruug  hiezu  besagt,  ,auf  Grund  einer  in  jedem  einzelnen  Falle 
besonders  zu  erwirkenden  Genehmigung  der  Aufsichtsbehörde"  eine 
anfängliche  Kürzung  der  Bilauzresei’ve  bis  zum  Höchstsätze 
von  12Vi''/oo  der  Versicherungssumme  bei  Erlebensversicherungen 
und  von  17*/^.%,,  bei  Todesfall-  und  gemischten  Versicherungen  vor- 
genommen werden  darf.  Diesem  im  Deutschen  Reiche  schon  seit 
langem  geltenden  Rechte  — der  sogenannten  ,Zillmerei*  — liegt  die 
Erwägung  zugrunde,  daß  es  eigentlich  unbillig  ist,  die  beim  Vertrags- 
abschlüsse auflaufenden  namhaften  Kosten  nicht  auf  eine  längere 
Zeit  verteilen  zu  dürfen,  sondern  sofort  zur  Gänze  decken  zu  müssen. 
Diesem  Verlangen  könnte  auf  zweifache  Weise  entsprochen  werden: 
Entweder  dadurch,  daß  die  Abschlußprovisionen  als  Aktivum  in  der 
Bilanz  vorgetragen  und  innerhalb  eines  gewissen  Zeitraumes  amor- 
tisiert werden  — diese  Möglichkeit  sieht  das  Versicherungsregulativ 
für  neugegründete  Versicherungsgesellschaften  bereits  vor  — , oder 
daß  an  Stelle  dieser  sieh  allmählich  verringernden  Aktivpost  eine 
ebenfalls  von  Jahr  zu  Jahr  abnehmende  Kürzung  der  Prämienreserve 
Platz  greift.  Da  gegen  eine  zeitliche  Begrenzung  der  Kürzung  Ein- 
wendungen erhoben  wurden  und  das  Erscheinen  von  Vortrags- 
posten in  den  Bilanzen  unbegründete  Beunruhigung  hätte  erwecken 
können,  wurde  auch  in  Anlehnung  an  das  deutsche  Muster  der 
zweite  Weg  gewählt. 

Beim  Übergang  von  der  bisher  nur  allein  zulässig  gewesenen 
Nettoprämien-Methode  zur  „Zillmerei’'  wird  im  ersten  Versicherungs- 
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jahre  die  Betriebsrechnung  nahezu  von  dem  ganzen  der  , Zillmerei’ 
zugeführten  Teil  der  Abschlußprovisionen  entlastet.  Der  gezillmerte 
Betrag  muß  aber  in  den  folgenden  Versicherungsjahren  entsprechend 
den  mit  den  Prämien  eingehenden  Tilgungszuschlägen  nach  und  nach 
wieder  abgeschrieben  werden;  ebenso  ist  für  die  Storni  der  ganze 
noch  ungetilgte  Beti’ag  sofort  abzuschreiben  und  die  Reduktions-, 
Rückkaufs-  und  Darlehenswerte  werden,  soferne  hiebei  von  der 
Prämienreserve  ausgegangen  würd,  auch  in  Hinkunft  ausschließlich 
nach  der  Nettoprämien-Methode  zu  berechnen  sein. 


§ ö8. 

Rechnungsabschluß. 

Gemäß  § 31  des  Assekuranz-Regulativs  hat  der  Rechnungs- 
abschluß einer  Versicherungsanstalt  zu  bestehen: 

1.  Aus  der  Betriebsrechnung  (Gewinn-  und  Verlustkonto); 

2.  aus  der  Bilanz. 

Form  und  Inhalt  des  Rechnungsabschlusses  bei  Lebensver- 
sicherungs-Gesellschaften hat  im  wesentlichen  den  auf  S.  176  bis  17  9 
abgedruckten  Formularien  zu  entsprechen. 

Zu  denselben  ist,  soweit  sich  die  Erklärung  nicht  schon  aus 
der  Nomenklatur  ergibt,  folgendes  zu  bemerken: 

Unter  Post  VI  der  Betriebsausgaben  sowie  6 der  Passiva  {Re- 
serve für  schwebende  /Schadenzahlunfjai  oder  kurz  ,, Schadenreserve"  ge- 
nannt) ist.  ,der  zur  Bedeckung  bereits  fälliger  Leistungen  aus  Ver- 
sichei’ungsverträgen  erforderliche  Betrag"  einzustellen.  Wenn  nämlich 
beispielsweise  gegen  Schluß  des  Rechnungsjahres  der  Anstalt  ein 
Todesfall  angezeigt  wird,  die  Liquidierung  des  versicherten  Kapitales 
aber  wegen  der  noch  ausstehenden  Dokumente  (Totenschein,  ärzt- 
liches Zeugnis  etc.)  nicht  mehr  im  Laufe  desselben  Jahres  erfolgen 
kann,  dann  ist  für  diese  Versicherung  nicht  die  Prämlenrcserve. 
sondern  das  versicherte  Kapital  als  Reserve  für  schwebende  Schaden- 
zahlungen in  den  Rechnungsabschluß  einzusetzen. 

Nachdem  die  Bilanzen  stets  für  den  Schluß  eines  Kalenderjahres 
aufgestellt  werden,  dieses  aber  nur  selten  mit  dem  Versicherungsjahr 
zusammenfällt,  ergibt  sich  die  Notwendigkeit,  die  Prämienreserve 
nicht  nur  für  ganze  Jahre,  sondern  auch  für  Bruchteile  derselben 
zu  berechnen. 

Soll  beispielsweise  am  31.  Dezember  1919  die  Prämienreserve 
für  die  Polizze  eines  Versicherten  bestinunt  werden,  welcher  am 
16.  März  1882  geboren  und  am  1.  Juni  1917  der  Anstalt  beigetreten 
ist,  so  hat  man  zu  envägeu,  daß  dieser  Versicherte  bei  der  Aufnahme 
35  Jahre  und  2\U  Monate  (sohin  noch  nicht  35' ^ Jahre)  alt  war. 


Betriebs 


Ausgaben. 

/.  Auszahlungen  für  fällige  }'er8icherungen  und 
Renten: 

1.  Todesfall-  und  gemischte  Versicherungen 

2.  Erlebeusfallversicherungen 

3.  Rentenversicherungen 

4.  Sonstige  Versicherungen 

IL  Auszahlungen  f ür  riiehgekaufte  Polizzen  . . 

///.  Dividendenzahlungen  an  Versicherte  . . . . 

IV.  Regieauslagen: 

1.  Organisationskosten  

2.  Akquisitionskosten 

3.  Laufende  Verwaltungskosten 

4.  Inkassoprovisionen 

5.  Ärztekosten  . . 

6.  Steuern  und  Gebühren  ........ 

V,  Abschreibungen  und  andere  Ausgaben: 

1.  Abschreibungen  . 

2.  Kursverlust 

3.  Sonstige  Ausgaben 

VI.  Reserve  für  schwebende  Schadenzahlungen: 

1.  Todesfall-  und  gemischte  Versicherungen 

2.  Erlebensfallversicherungen 

3.  Sonstige  Versicherungen 

VIL  Stand  der  Fonds  am  Schlüsse  des  Rechnungs- 
jahres: 

1.  Prämienreserve: 

aj  Todesfall-  u.  gemischte  Versicherungen 

b ) Erlebensfallversicherungen 

c)  Rentenversicherungen 

d)  Sonstige  Versicherungen 

2.  Prämienüberträge: 

a)  Todesfall-  u.  gemischte  Versicherungen 

b)  Erlebensfallversicherungen  . . . . . 

c)  Rentenversicherungen 

d)  Sonstige  Versicherungen 

^ I (alle  Gewinst-,  Kapitals- 

J reserven  etc.) 

VIII.  Überschuß  aus  der  Jahresgebarung  . . . . . 


Rechnung, 


Verlust-Konto.) 


Einnahmen. 


7.  JTbertrag  der  Fonds  vom  Vorjahre: 

1.  Prämienreserve 

2.  Prämienüberträge  . . . . < 


(alle  Gewinst-,  Kapitals- 
reserven etc.) 


II.  Reserve  für  schwebeyide  Schadenzahlungen  vom  Vorjahre 

III.  Präniieneinnahme: 

1.  Todesfall-  und  gemischte  Versicherungen  . . 

2.  Erlebensfall  Versicherungen  . 

3.  Rentenversicherungen 

4.  Sonstige  Versicherungen 

7T^.  Erträgnis  der  Kapitalsanlagen: 

1.  Darlehens*  und  Eskomptezinsen,  sowie  Zinsen 
von  Einlagen  bei  Kreditinstituten  undSparkassen 

2.  Zinsen  von  Darlehen  auf  Polizzen 

3.  Zinsen  von  Hypothekardarlehen  ....... 

4.  Zinsen  von  Effekten 

5.  Reinerträgnis  von  Realitäten 

V Andere  Einnahmen: 

1.  Verwaltungseinnahmen 

2.  Kursgewinn 

3.  Sonstige  Einnahmen 

VI.  Abgang  atis  der  Jahresgebarung 


Ludwig,  Politische  Aritlmietik.  i,  Aufl. 
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Forderungen  an  die  Aktionäre  für  nicht  eingezahltes 


Aktienkapital 

2.  Kassastand  . 


i.  Disponible  Guthaben  bei  Kreditinstituten  und  Spar- 


kassen 


4.  Realitäten:  Bruttowert 


hievon  ab:  darauf  lastende  Hypothekarschulden  . 

5.  Wei’tpapiere  zum  Kurswerte  am  Schlüsse  des  Rech- 


nungsjahres 


hiezu:  laufende  Zinsen 

6.  Wechsel  im  Portefeuille 

7.  Hypothekardarlehen  . 


8.  Darlehen  auf  Wertpajiiere 


9.  Darlehen  auf  eigene  Polizzen 

10.  Darlehen  an  Genossenschaften 


11.  Kautionsdarlehen  an  Versicherte  . . 


12.  Pensionsfonds  der  Bediensteten  . 


13.  Aktivsaldi  der  Rechnungen  mit  denRück^  ersicherern 

14.  Ausstände  bei  Agenturen  und  Filialen  


15.  Diverse  Debitoren 


16.  Wert  des  Inventars  nach  erfolgter  Abschreibung  . 


18.  Unbedeckter  Abgang 


1.  Emittiertes  Aktienkapital  (Gründungsfonds)  . . . 

A 

2.  Gewinst-,  Kapitalsreserven: 

ct) 



3.  Kursdifferenzenfonds 

4.  Prämienreserve  

5.  Prämienüberträge 

6.  Reserve  für  schwebende  Schadenzahlungen  . . . . 

» 7.  Dividendenfonds  der  Versicherten 

8.  Pensionsfonds  der  Bediensteten 

9.  Passivsaldi  der  Rechnungen  mitdenRückversicherern 


in  riivaTca  TTroHil-rwan 
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demnach  als  o5- Jähriger  aufgeuommen  wortlen  und  am  ol.  Dezember 
1919  die  Prämienreserve  für  den  35-Jährigen  nach  2 Jahren  und 
7 Monaten  zu  ermitteln  ist.  — Unter  der  Annahme,  daß  sich  die 
Vermehrung,  welche  die  Prämienreserve  vom  Schluß  des  einen  Ver- 
sicherungsjahres zuzüglich  der  sofort  fälligen  nächstjährigen  Prämie 
bis  zum  Schluß  des  anderen  Versicherungsjahres  erfährt,  auf  das 
letztere  gleichmäßig  verteilt,  ist  der  Wert  der  fraglichen  Prämien- 
reserve 


-’.-i  I 35  = 2 ^5  -r  -^**35  + J 2 Is  ^ 3.5  “ ■ (2  I 35  4“ 


[ 


2^35  -,0(3  ^3.5  2^35) 


1 ^ 


4~  P 

T 7^  ^ 35- 

1 Ai' 


Der  Klammerausdruck  [ ] stellt  die  sogenannte  PUanzre^erce 
dar  und  die  Summe  der  auf  alle  Versicherungsverträge  entfallenden, 
derart  berechneten  Werte  ist  als  Fi^ämienrei^crve  unter  Post  VIIi  der 
Betriebsausgaben,  beziehungsweise  Post  4 der  Passiva  auszuweisen. 

Zu  einem  noch  einfacheren  Ergebnis  der  Ermittlung  der 
Pilanzreservc  führt  die  folgende,  in  der  Praxis  häufig  angewendete 
Methode ; 

Wir  nehmen  an,  es  würde  im  Jahre  1919  in  der  Mitte  jedes 
Monates  ein  Versicherter  vom  Alter  40  beitreten  und  fragen  nach  der 
BilanzrcHervc  dieser  12  identischen  Verträge  am  31.  Dezember  1922. 

Auf  die  im 

Jänner  abgeschlossene  Versicherung  entfällt  T ^^^2“  G —3 

Februar  - ..  . 3 ^ 40  + “^2  — 3T  40) 

März  - ^ 15  3 ' 40  T \ (4  ^ 40  3 ^ 4o) 

1 z 

usf. 

Auf  die  im 
Dezember  „ 
und  auf  alle  12  Verträge: 


40 


0-5 

12 


■ (4  — 3 ^ 40) 


12 


^-1  r ^ — r 

(4  > 40  3 ' 40l  — ” • 


40 


0 


Nach  diesem  Resultat  braucht  man  nicht  die  Bilanzreserve  für 
alle  12  Verträge  einzeln  zu  ermitteln,  sondern  hat  einfach  für  die 
(6)  im  1.  Semester  Beigetretenen  die  Reserve  für  4 und  für  die  im 
2.  Semester  Beigetretenen  für  3 Jahre  einzustellen;  oder  allgemein: 


r 
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untei'  der  Annahme,  daß  sich  die  Beitritte  zur  Versicherungsanstalt 
über  das  ganze  Jahr  gleichmäßig  verteilen,  kann  man  bei  der  Er- 
mittlung der  Versicherimgsdauer  (Zeit  vom  Eintritt  bis  zum  Bilanz- 
termin) einen  Zeitraum  von  6 bis  12  Monaten  als  volles  Jahr  zählen 
und  einen  solchen  unter  H Monaten  ganz  vernachlässigen. 

Der  3.  Summand  in  der  Formel  S.  I7ö  stellt  jenen  Teil  der 
Jahresuettoprämie  vor,  welcher  bereits  auf  das  nächste  Bilanzjahr 
entfällt  (vom  1.  Jänner  bis  31.  Mai).  Diese  schon  eingezahlten,  jedoch 
erst  das  folgende  Jahr  betreffenden  Prämienteile  heißen  Prämien- 
übcrtrüye  und  sind  unter  Bost  VIL  der  Betriebsausgaben  sowie  unter  5 
der  Passiva  einzustellen.  Zu  bemerken  ist  jedoch,  daß  nicht  die 
Netto-,  sondern  die  Brnttoprämienüherfrüge  (also  einschließlich  der 
vorausbezahlten  Hegiekostenbeiträge)  im  Rechnungsabschluß  auszu- 
weisen sind. 


.1 


Wird  die  Jahresprämie  in  unterjährigen  Katen  entrichtet,  so  ist 
als  Prämienübertrag  nur  der  von  der  imterjährigen  Rate  auf  das 
nächste  Jahr  entfallende  Prämienteil  auszuweisen,  also  z.  B.  wenn 
der  am  1.  Juni  Beigetretene  die  Prämie  vierteljährig  (am  1.  Juni, 
1.  September,  1.  Dezember,  1.  März)  bezahlt,  zwei  Drittel  der  Viertel- 
jahresprämie (pro  Jänner  und  Februar) 

Zinsen  ran’  Darlehen  auf  Polizzen  — Post  I\V  der  Betriebsein- 
nahmen — sind  von  jenen  Versicherten  zu  entrichten,  welche  auf 
Grund  ihrer  Polizzen  von  der  Anstalt  Darlehensbeträge  erhalten  (ihre 
Polizzen  , belehnt”)  haben.  Die  Versicherungs-Gesellschaften  sind 
nämlich  nach  dem  Assekuranz-Regulativ  zur  Gewährung  von  .Dar- 
lehen auf  eigene  Lebensversicherungs-Polizzen,  jedoch  keinesfalls 
über  den  Betrag  des  Rückkaufswertes"  berechtigt.  Der  Betrag  der 
bei  Bilanzschluß  an  die  Versicherten  gewährten  Darlehen  ist  unter  9 
der  Aktiva  als  Darlehen  auf  eigene  Polizzen  auszuweisen. 

Der  Pensiomfonds  der  Anstalts-Bediensteten  ist  nicht  Eigentum 
der  Gesellschaft,  sondern  wird  von  dieser  nur  verwaltet  und  ist 
demnach  als  durchlaufende  Post  sowohl  in  die  Aktiva  wie  in  die 
Passiva  einzustellen. 

Als  Erklärung  der  öahU  dci'  Pechnvugen  mit  den  liüekversicherern 
diene  folgendes: 

Die  meisten  Versicherungs-Gesellschaften  haben  in  ihren  Statuten 
eine  Bestimmung,  wonach  sie  Versicherungssummen  nur  bis  zu  einer 
bestimmten  Höhe  auf  eigenes  Risiko  versichern  und  den  darüber 
hinausgehenden  Betrag  an  andere  Gesellschaften  in  Rückdeckung 
oder  Eilclivcrsichcrung  geben.  Wenn  z.  B.  eine  Anstalt  auf  eigene 
Rechnung  Versicherungen  bis  zum  Plöchstbetrage  von  50  000  K ab- 
schließt und  bei  ihr  eine  Versicherung  auf  60  000  Ä'  beantragt  und 
von  ihr  auch  angenommen  wird,  so  stellt  sie  wohl  dem  Versicherten 
eine  seinerzeit  bei  ihr  einzulösende  Polizze  über  60  OüO  K aus.  gibt 
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aber  10  000  A"  samt  der  hierauf  entfallendea  Prämie  an  eine  andere 
Anstalt  in  Rückversicherung.  Tritt  das  versicherte  Ereignis  ein,  dann 
hat  die  erste  Anstalt  80  000  A"  zu  bezahlen,  erhält  aber  von  dem 
Rückversicherer  10  000  A^  Die  aus  diesen  gegenseitigen  Verrechnungen 
sich  ergebenden  Saldi  sind  naturgemäß  in  <lie  Bilanz  einzustellen. 

Als  Aasstände  hei  Agenturen  %ind  Filialen  sind  jene  Forderungen 
nachzuweiseu,  welche  der  Anstalt  aus  der  Verrechnung  mit  ihren 
Agenten  und  Organen  erwachsen. 


Aufgaben-Sammlung. 


Einfache  Zinsenrechnung. 

1.  Auf  welchen  Betrag  wachsen  450  K an,  wenn  sie  vom  4.  März 
bis  18.  November  zu  4"/o  verzinst  werden? 

2-  Wie  lange  müssen  1000  K zu  o^sVo  verzinst  w’erden,  um  50  K 
Zinsen  zu  geben? 

3.  300  K werden  zu  o pi*o  Semester  verzinst;  welcher  Betrag 
resultiert  hieraus  in  2^ >4  Jahren? 

4.  Welches  Kapital  wächst  bei  einer  jährlichen  Verzinsung  von  31/2% 
in  7 Monaten  und  15  Tagen  auf  3800  an? 

5.  Zu  welchem  Zinsfuß  müssen  3000  K angelegt  werden,  um  in 
1^4  Jahren  auf  3200  K anzuwachsen? 

Zinsesiinsen-  und  Annuitäten-Rechnung. 

Den  folgenden  Aufgaben  liegt,  soferne  nichts  anderes  vermerkt  ist,  dektirsice  Ver- 
zinsung zugrunde. 

6.  Welches  sind  die  Aufzinsungsfaktoren  von  V4,  ^13,  2^4,  2=/s%? 

7.  Auf  welchen  Betrag  wachsen  900  A"  in  9 Jahren  a)  bei  33/4, 
h)  bei  55/gO/giger  Verzinsung  an? 

8.  Eine  Sparkasse  verzinst  die  Einlagen  mit  31/2°  0,  schlägt  aber 
die  lV4%igen  Zinsen  halbjährig  zum  Kapital.  Welches  Guthaben 
resultiert  in  diesem  Falle  aus  einer  Einlage  von  36o  K nach 
3'/2  Jahren. 

9.  320  K werden  zu  4^Yo  durch  11  Jahre  verzinst.  Wie  groß  sind 
die  in  dieser  Zeit  aufgelaufenen  Zinsen? 

10.  Welcher  Betrag  ergibt,  zu  33/4 "/o  verzinst,  in  7 Jahren  ein  Gut- 
haben von  580  A'? 

11.  Wie  lange  müssen  180  K zu  lV4'^,  o pi’o  Semester  verzinst  werden, 
damit  sie  45  54  A an  Zinsen  tragen? 

12.  Zu  welchem  Zinsfuß  müssen  540  K durch  15  Jahre  verzinst 
werden,  damit  hieraus  a)  904-69  K,  b)  950  K resultieren? 
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Jemand  hinterläßt  einer  Gemeinde  300.000  K zur  Erbauung  eines 
Krankenhauses  mit  der  Bestimmung,  daß  mit  dem  Bau  erst  be- 
gonnen werden  darf,  wenn  entweder  durch  eine  anderweitige 
Schenkung  oder  durch  bloße  Verzinsung  ein  Betrag  von  400.000  K 
vorhanden  ist.  Wie  lauge  muß  mit  dem  Bau  noch  gewartet 
werden,  wenn  lediglich  die  Zinsen  zufließen? 

Wann  kann  mit  dem  Bau  begonnen  werden,  wenn  die  Gemeinde 
das  freie  Verfügungsrecht  über  V’/o  der  auflaufenden  Zinsen 
besitzt  und  nach  3 Jahren  noch  50.000  K unter  den  gleichen  Be- 
dingungen gewidmet  werden? 

Bei  welchem  Zinsfuß  verdoppelt  sich  ein  Kapital  in  15,  20,  25 
Jahren? 

ln  welcher  Zeit  verdoppelt  sich  ein  Kapital  zu  43/3%? 

Es  ist  die  Bedeutung  des  in  Tabelle  1,  S.  5 unter  4'  äO/y  beim 
Termin  10  angegebenen  Wertes  zu  erklären. 

840  A'  werden  durch  9 Semester  zu  2“  „ und  in  den  folgenden 
Semestern  zu  verzinst.  Wie  groß  ist  das  Guthaben  mit 

Schluß  des  15.  Semesters? 

500  K sind  zuerst  mit  4,  dann  mit  SVi'Vu  vei’zinst  worden  und 
binnen  12  Jahren  auf  785’22  7\' angewachsen.  Wie  lange  dauerte 
die  4'Voige  und  wie  lange  die  3‘/2“  oige  Verzinsung? 

Es  ist  zu  dem  Jahreszinsfuß  von  5^4", 0 der  konforme  Semester-, 
Quartals-  und  Monatszinsfuß  zu  bestimmen. 

Welcher  konforme  Monatszinsfuß  entspricht  einer  Verzinsung  von 
2“  0 pro  Semester? 

Eine  Sparkasse  verzinst  die  Einlagen  mit  2^  3%  pro  Semester; 
wie  groß  ist  die  tatsächliche  Jahresverzinsung? 

Wie  lange  müssen  3600  K zu  4",,|  verzinst  werden,  damit  sie 
auf  4600  A anwachsen?  (Auch  nach  der  gemischten  Verzinsung 
zu  ermitteln.) 

Ein  35jähriger  Mann  hat  an  eine  Versicherungsgesellschaft  einen 
einmaligen  Betrag  von  405'60  K zu  entrichten,  wofür  seinen  An- 
gehörigen bei  seinem  Tode  1000  K ausbezahlt  werden.  Wie  lange 
müßte  der  Versicherte  leben,  damit  aus  diesem  Vertrage  für  ihn 
der  gleiche  Vorteil  resultierte,  als  wenn  er  seine  Einlage  einer 
eine  3V4Vuigo  Verzinsung  gewährenden  Sparkasse  übergeben 
hätte  ? 

Welches  Kapital  ergibt  bei  iQ^iger  Verzinsung  in  7 Jahren  400  K 
an  Zinsen? 

\\  as  bedeutet  der  in  Tabelle  II  unter  3®,  0 angegebene  Wert 
0-722  4 . . . ? 

Für  eine  Realität  bietet  A 40  000  K sofort,  B 20  000  A gleich 
und  nach  1^  4 Jahren  21  000  K und  C 30  000  K nach  1 Jahr  und 
15  000  K nach  2V2  Jahren.  Welches  Angebot  ist  bei  einer 
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28. 

29. 


30. 


31. 


33. 


34. 

35. 


36. 


37. 


38. 

39. 

40. 


41. 


40/oigen  Verzinsung  für  den  Verkäufer  am  günstigsten?  (Nach 
beiden  Methoden.) 

Jemand  hat  nach  8 Jahren  eine  Zahlung  von  9000  K zu  leisten. 
Mit  welchem  Betrage  könnte  er  sich  unter  Zugrundelegung  einer 
2®  „igen  Seme.sterverzinsung  der  Schuld  sofort  entledigen? 
Jemand  möchte  sieh  der  ihm  obliegenden  Zahlungen  von  1000  K 
nach  3 Jahren,  800  K nach  4 und  1200  K nach  6 Jahren  durch 
eine  einmalige  Zahlung  aj  sofort  und  b)  nach  5 Jahren  ent- 
ledigen. Welchen  Betrag  hätte  er  bei  einer  Verzinsung  von 
^‘'4  (4^ «()%  zu  erlegen? 

Die  Stadt  O...  hat  am  1.  März  1919  mittels  Kaufvertrages  die 
bisher  in  Privatbesitz  befindlichen  Beleuchtungsanlagen  in  ihr 
Eigentum  übernommen  und  sich  verpflichtet  zu  zahlen:  225  000  A 
sofort,  125  000  7v  am  1.  März  1920,  130  000  A'  am  1.  September 
1924,  60  000  7v  am  1.  März  1925  und  50  000  A'  am  1.  Juni  1926. 
W ann  hätte  unter  Zugrundelegung  einer  4*^’/()igen  Verzinsung  die 
ganze  Kaufsumme  auf  einmal  erlegt  werden  können? 

W'elcher  Zahlungstermin  ergibt  sich,  wenn  in  Xr.  30  nach  der 
gemischten  Verzinsungsmethode  gerechnet  wird? 

Plin  Versicherter  hat  zeitlebens  alljährlich  im  vorhinein  eine 
Prämie  von  73-60  A zu  bezahlen,  wogegen  bei  seipem  Ableben 
ein  Betrag  von  3000  K fällig  wird,  a)  Auf  welchen  Betrag  wären 
die  Einlagen  nach  15  Jahren  in  der  Sparkasse  bei  einer  4®/yigeu 
Verzinsung  angewachsen?  b)  Wann  ist  der  Endwert  der  ge- 
leisteten Einzahlungen  samt  3VA7oigen  Zinseszinsen  gleich  dem 
versicherten  Kapital? 

Jemand  erlegt  jeweils  am  1.  Jänner,  und  zwar  vom  Jahre  1915 
bis  1922  je  450  A.  Wie  groß  ist  bei  Verzinsung  das 

Guthaben  am  31.  Dezember  1927? 

Es  ist  die  Bedeutung  des  Wertes  T Illjf^  zu  erklären. 

Es  ist  der  Wert  T III  zu  ermitteln. 

Die  Aufgabe  32  ist  unter  Zugrundelegung  eines  47J’  oigen  Zins- 
fußes zu  lösen. 

Jemand  erlegt  3000  A und  am  Anfang  der  folgenden  10  Jahre 
je  300  A.  Wie  groß  ist  bei  4"  giger  Verzinsung  das  Guthaben 
mit  Schluß  des  15.  Jahres? 

Welche  erstmalige  Einlage  ist  in  Xr.  37  erforderlich,  wenn  das 
Guthaben  6000  K betragen  soll? 

Wie  groß  muß  in  Xr.  37  jede  der  10  Einlagen  sein,  wenn  das 
Guthaben  8000  K betragen  soll? 

Es  ist  zu  beweisen,  daß  die  Differenz  zwischen  dem  tatsächlichen 
und  dem  durch  Interpolation  aus  Tabelle  III  gefundenen  Zins- 
fuß mit  zunehmender  Terminanzahl  größer  wird. 

Welche  Einlage  ist  5mal  a)  am  Jahresanfang,  b)  am  Jahresende 
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ZU  leisten,  damit  bei  einer  Verzinsung  von  4%  für  die  5 Jahre 
360  A'  an  Zinsen  sich  ergeben? 

42.  Welcher  Betrag  müßte  bei  einer  4i/4«/digen  Verzinsung  12mal 
a)  am  Jahresanfang,  h)  am  Jahresschlüsse  erlegt  werden’  damit 
für  den  Schluß  des  16.  Jahres  ein  Guthaben  von  16  000  A"  re- 
sultiert? 

43.  Wie  groß  sind  die  in  T Jahren  auflaubmden  4^/(jigen  Zinsen  von 
800  A?  (Mit  Tabelle  III  zu  berechnen.) 

44.  Wie  viele  Einlagen  ä 100  A und  wie  viele  ä 200  A'  müssen  durch 
12  Jahre  jeweils  am  Anfang  geleistet  werden,  damit  bei  einer 

Verzinsung  am  Schlüsse  des  12.  Jahres  ein  Guthaben 
von  2081*98  K resultiert? 

45.  Wie  viele  Jahresprämien  ä 340  K könnten  entrichtet  werden, 
damit  der  auf  S.  25  besprochene  Versicherungsvertrag  noch  eine 
2*^  ,jige  Jahresverzinsung  ergibt? 

46.  Zu  welchem  Zinsfuß  müßten  8 jeweils  am  Jahresanfang  geleistete 
Einlagen  ä 300  K verzinst  werden,  damit  sich  für  den  Schluß 
des  8.  Jahres  ein  Guthaben  von  2763’30  K ergibt? 

47.  Welcher  Zinsfuß  liegt  der  vorstehenden  Aufgabe  zugrunde,  wenn 
das  aus  den  8 Einlagen  resultierende  Guthaben  am  Schlüsse 
des  12.  Jahres  3400  K beträgt? 

48.  Für  ein  4jähriges  Kind  ist  längstens  durch  20  Jahre  eine  jähr- 
liche Vorhineinprämie  von  35*40  K zu  zahlen,  damit  bei  voll- 
endetem 2 4.  Lebensjahr  1 000 /v  Versicherungssumme  fällig  werden ; 
bei  früher  eintretendem  Tode  werden  die  eingezahlten  Prämien 
(ohne  Zinsen)  rückerstattet.  Ist  der  Abschluß  eines  solchen 
Versicherungsvertrages  empfehlenswert,  wenn  in  der  Sparkasse 
mit  einer  mindestens  4^  Verzinsung^  gerechnet  w^erden  kann? 

49.  Jemand  erlegt  bei  einer  Sparkasse  am  1.  April  1915  100  K und 
am  1.  April  jedes  der  folgenden  7 Jahre  um  5*Vo  weniger  als 
im  vorangehenden  Jahre.  Wie  groß  ist  unter  Anrechnung  von 
33  4^’  (,  Zinsen  das  Guthaben  a)  am  31.  März  1923;  h)  am  31.  März 
1926? 

50.  Um  welchen  konstanten  Betrag  müssen  die  Einlagen  in  Nr.  49 
zu-  oder  abnehmen,  damit  sich  für  den  31.  Mäi'z  1923  ein  Gut- 
haben von  20O0  K ergibt? 

51.  Auf  welchen  Betrag  wachsen  10  jew'eils  a)  am  Jahresanfang, 
h)  am  Jahresschlüsse  entrichtete  Einlagen  ä 300  A bei  2‘*'oiger 
Semesterverzinsung  bis  zum  Schlüsse  des  10.  Jahres  an? 

52.  Welcher  Betrag  muß  12mal  a)  am  Anfänge,  h)  am  Ende  jedes 

Jahres  erlegt  werden,  damit  bei  einer  1^  Semester- 

verzinsung für  den  Schluß  des  16.  Jahres  ein  Guthaben  von 
10  000  K sich  ergibt? 

53.  500  K werden  durch  15  Semester  jeweils  am  Anfang  erlegt  und 
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ZU  4t»  0 pro  Jahr  verzinst.  Wie  groß  ist  das  Guthaben  a)  mit 
Schluß  des  15.  Semesters,  bj  am  Ende  des  20.  Semesters? 

54.  Welche  Änderungen  wmrden  die  Resultate  in  Nr.  53  erfahren, 
wenn  mit  dem  relativen  Zinsfuß  gerechnet  würde? 

55.  Wie  groß  sind  die  Endwerte  in  Nr.  53,  wenn  die  Einlagen  je- 
weils am  Schlüsse  des  Halbjahres  geleistet  werden? 

56.  Aus  den  im  § 10  abgeleiteten  Schlußformeln  ist  die  Größe  n zu 


bestimmen. 

57.  Jemand  erlegt  bei  einer  Sparkasse  jeweils  am  1.  Mai,  und  zwar: 
1915  8000  A,  1916  1500  7v, 1918  4000A^  und  1921  2400  und  nimmt 
heraus  am  30.  April  1917  900  A'  und  am  30.Aprill920  3600  AT.  Wie 
groß  ist  bei  4\  2^)äger  Verzinsung  das  Guthaben  am  30.  April  1922? 

58.  Ein  50jähriger  Mann  erlegt  45  000  K und  nach  3 Jahren  noch 
20  000  A.  Welchen  Betrag  könnte  er  vom  60.  Lebensjahre  an 
alljährlich  im  vorhinein  abheben,  damitbei  vollendetem  75.  Lebens- 
jahre noch  8000  A^  vorhanden  sind?  (Zinsfuß  33  V'/o-) 

59.  Wie  lange  könnten  von  einem  zu  4*’/o  angelegten  Kapital  von 
30  000  AT  jeweils  am  Jahresanfang  1200  A"  abgehoben  wei'den? 

60.  Es  ist  die  Bedeutung  des  in  Tabelle  IV  unter  4^  s'^/o  angegebenen 
Wertes  11*2340  ...  zu  erklären. 


61.  Durch  welche  jährliche  Nachhinein-Annuität  wird  ein  Kapital 
von  375  000  A bei  4^  40^iger  Verzinsung  in  33  Jahren  getilgt?’*^) 

62.  Welches  Kapital  wii’d  durch  60  Semester-Annuitäten  ä 500  A^ 

bei  Verzinsung  pro  Semester  amortisiert?*) 

63.  Wie  viele  Jahres-Annuitäten  ä 858*20  K sind  erforderlich,  um 
ein  Kapital  von  10  000  A"  bei  4^/,,iger  Verzinsung  zu  tilgen?*) 

64.  Welcher  Betrag  ist  nötig,  um  aj  bei  2‘^/,,iger  Semesterverziusung 
durch  20  Semester  eine  Rente  von  500  AT;  h)  bei  47„iger  Jahres- 
verzinsung durch  10  Jahre  eine  Rente  von  1000  K zu  beziehen? 

65.  Es  ist  iiachzuweisen,  daß  2694*99  K gerade  ausreichen,  um  durch 

/ 6 Jahre  eine  vorschüssige  Rente  von  500  A'  bei  4Y2^-oig6i’  Ver- 

zinsung zahlen  zu  können. 

66.  Eine  Schuld  von  100  000  A ist  in  40  gleichgroßen,  nachschüssigen 
Quartalsraten  zu  bezahlen.  Wie  groß  ist  bei  4^  4®  „iger  Jahres- 
verzinsung eine  solche  Rate  a)  unter  Verwendung  des  relativen^ 
b)  des  konformen  Zinsfußes? 

67.  Ein  am  31.  Oktober  1919  fälliger  Betrag  von  7645*28  K kann 
auch  durch  gleich  große,  jeweils  am  letzten  Monatstage  vom 
31.  Oktober  1924  bis  31.  Dezember  1928  zu  entrichtende  Raten 
bei  4'yoigor  Verzinsung  p.  a.  abgestattet  werden.  Wie  groß  ist 
eine  solche  Monatsrate  uy  nach  dem  rclaticen,  b)  nach  dem  Avu?- 

f tonnen  Zinsfüße? 

*)  Mit  Hilfe  der  Tabelle  ill  zu  lösen. 
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68.  Welches  Kapital  ist  erforderlich,  damit  hievon  bei  einer  iV+Voigen 
Semester- Verzinsung  I2mal  aj  am  Jahresschlüsse,  b)  am  Jahres- 
anfang eine  Rente  von  1500  K bezogen  werden  kann? 

69.  Welchen  Betrag  muß  man  zu  i^'/„  p.  a.  anlegen,  um  durch  20  Se- 
mester eine  halbjährig  im  nachhinein  zahlbare  Rente  von  600  A 
zu  erhalten? 

70.  Um  welchen  Betrag  erhöhen  sich  die  Monatsraten  in  Aufgabe 
67,  wenn  die  Zahlungen  erst  am  31.  Jänner  1925  beginnen? 

71.  Ein  Haus  wirft  einen  jährlichen  Bruttozins  von  23  280  A ab  und 
steht  noch  9 Jahre  im  Genuß  der  „Steuerfreiheit’’.  Wenn  nun 
für  die  Erhaltung  IO"',,,  an  voller  Stern  r 380/(,  und  während  der 
Steuerfreiheit  22"/o  des  Bruttoziuses  jährlich  in  Abzug  zu  bringen 
sind,  wde  groß  ist  bei  einer  47-*' oig^n  Kapitalisierung  der  Schätz- 
wert des  Hauses? 

72.  Wie  groß  ist  der  Schätzwert  dieses  Hauses,  wenn  w'ährend  der 
Steuerfreiheit  in  den  ersten  3 Jahren  14'’,,,  und  in  den  letzten 
6 Jahren  18-5'7o  im  Steuern  zu  entrichten  sind? 

73.  Wie  lange  kann  jemand  gegen  eine  einmalige  Einlage  von 
5460-73  A'  eine  halbjährig  im  nachhinein  zahlbare  Rente  von 
600  7\  bei  1 3 jiger  Verzinsung  beziehen? 

74.  Jemand  hat  Anspruch  auf  eine  sofort  beginnende,  15mal  jährlich 
im  vornhinein  zahlbare  Rente  von  1200  A,  -wünscht  die  erste 
Rate  aber  erst  nach  5 Jahren  zu  beziehen.  Wie  groß  ist  unter 
Zugrundelegung  eines  4’7''/fligen  Zinsfußes  eine  Rate  dieser  auf- 
geschobeneu  Rente,  wenn  dieselbe  a)  15mal;  b)  nur  lOmal  aus- 
bezahlt wird? 

75.  Es  ist  der  Wert  einer  aufgeschobenen  ewigen  Rente  abzuleiten. 

76.  Auf  einem  Landgute  haftet  die  Verpfliclitung.  zur  Instandhaltung 
von  öffentlichen  Straßen  alle  3 Jahre  einen  Betrag  von  8000  K 
zu  bezahlen.  Mit  welchem  Beti'age  könnte  diese  Verpflichtung 
bei  einer  4"/üigen  Verzinsung  abgelöst  wmrden,  w'enu  a)  die 
Zahlungsdauer  unbeschränkt,  b)  auf  60  Jahre  beschränkt  ist? 

77.  Ein  der  Pensionsversicherung  unterliegender  Privatbeamter  hätte 
für  den  Einkauf  einer  Reihe  von  Dienstjahren  am  1.  Februar 
1918  1874-60  K zu  erlegen  gehabt.  Er  ersuchte,  sofort  nur  300  K, 
den  Rest  aber  in  8 gleich  großen  Quartalsraten,  beginnend  am 
31.  März  1918,  bezahlen  zu  dürfen.  Wie  groß  ist  eine  solche 
Rate,  wenn  die  Berechnung  auf  Grund  einer  4“/,iigen  Jahres- 
verzinsung,  u.  zw-,  a)  nach  dem  rclatirtn,  bj  nach  dem  lionformen 
Zinsfuß  durchgeführt  wird? 

78.  Der  Dienstjahreeinkauf  in  Nr.  77  mochte  so  durchgeführt  w'erden, 
daß  ab  1.  Februar  1918  5 Quartalsraten  ä 300  A'  und  der  Rest 
am  31.  Dezember  1920  zu  leisten  wären.  Wie  groß  ist  die  Rest- 
zahlung? 
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79.  Eine  halbjährig  im  vorhinein  fällige  Rente  von  500  K soll  in 
Hinkunft  a)  monatlich  im  vorhinein;  bj  vierteljährig  im  nach- 
hinein; cy  jährlich  im  vorhinein  ausbezahlt  w-erden.  Wie  groß  ist 
eine  Rate  bei  4"  „iger  jährlicher  Verzinsung? 

80.  Eine  durch  12  Semester  jeweils  im  nachhinein  fällige  Rente  von 
720  K soll  in  eine  nach  2 Jahren  beginnende  und  durch  10  Jahre 
monatlich  im  vorhinein  zahlbare  Rente  umgewandelt  werden. 
Wie  groß  ist  dieselbe  bei  33/^o/,jiger  Verzinsung? 

81.  Es  ist  der  Barwert  einer  nach  3 Jahren  mit  50o  K beginnenden 
und  8mal  um  je  100  K steigenden  jährlichen  Rente  zu  berechnen 
(P  = -1)- 

82.  Wie  groß  ist  der  antizipative  Aufzinsungsfaktor  für  V^,  1,  13.„,  40/0? 

83.  Es  ist  zu  dem  dekursiven  Zinsfuß  von  31/4,  33,7  und  41  „0/,,  der 
äquivalente  autizipative  Zinsfuß  zu  bestimmen. 

84.  Welcher  äquivalente  dekursive  Zinsfuß  entspricht  einer  3t 4-,  be- 
ziehungsweise 33  4<>/oigen  antizipativen  Verzinsung? 

85.  Es  ist  zu  dem  Jahreszinsfuß  von  53/4%  antizipativ  der  konforme 
Semester-,  beziehungsweise  Monatszinsfuß  zu  ermitteln. 

86.  Der  Monatszinsfuß  von  -’/gO',,  antizipativ  ist  in  den  konformen 
Quartals-,  beziehungsweise  Jahreszinsfuß  zu  verwandeln. 

87.  Es  ist  nachzuweisen,  daß  es  gleiehgiltig  ist,  ob  man  zu  dem  de- 
kursiven Jahreszinsfuß  von  40/0  den  entsprechenden  antizipativen 
Jahres-  und  dazu  den  konformen  antizipativen  Semester-Zinsfuß 
oder  aber  zu  dem  4'’/„igen  dekursiven  Zinsfuß  den  äquivalenten 
dekursiven  Semester-Zinsfuß  und  hiezu  den  entsprechenden  anti- 
zipativen Zinsfuß  ermittelt. 

88.  Für  die  Rückzahlung  eines  Kapitals  von  30  000  K durch  7 gleich 
große  jährliche  Nachhinein-Anuuitäten  bei  4’'40/oiger  Verzinsung 
ist  der  Tilgungsplan  aufzustellen. 

89.  Welche  Semester-Annuität  müßte  70mal  entrichtet  werden,  um 
hiemit  bei  l^'4°/o>gei’  Verzinsung  ein  Kapital  von  60  000  K zu  tilgen? 

90.  Wie  lautet  zu  vorstehender  Aufgabe  der  Tilgungsplan  für  das 
20.  und  35.  Semester? 

91.  Eine  Gemeinde  nimmt  für  Schulbauzwecke  ein  Darlehen  von 

120  000  A'  auf  und  will  dasselbe  durch  jährliche  Nachhinein- 
Zahlungen  von  6 72%  des  Anfangskapitales  tilgen.  Wann  ist  bei 
einer  a)  b)  4%igen  Verzinsung  die  Schuld  getilgt? 

92.  Wie  lautet  zu  vorstehender  Aufgabe  der  Tilgungsplan  für  das 
10.  und  letzte  Jahr? 

93.  Ein  Defizit  von  74  857  K ist  durch  10  gleich  große  Jahres- 
Aunuitäten  zu  tilgen.  Wie  groß  ist  eine  solche  bei  t'/gO/oiger 
Verzinsung? 

94.  Auf  welchen  Betrag  beläuft  sieh  in  der  vorstehenden  Aufgabe 
das  Defizit  noch  nach  5 Jahren? 
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95.  In  welcher  Zeit  wird  a)  bei  einer  4^„igen,  b)  bei  einer  4>/4«;oigen 
Verzinsung  ein  Anlehen  durch  eine  den  Zinsfuß  um  ‘/a,  -V^,  IV4) 
l'/s'Vo  übersteigende  Annuität  getilgt? 

96.  Eine  wievielprozentige  Annuität  ist  erforderlich,  damit  ein  An- 
lehen in  50  Semestern  aj  bei  einer  2"/oigen,  bj  bei  einer  2i/s%igen 
Verzinsung  amortisiert  wird? 

97.  Bei  welchem  Zinsfuß  w'ird  ein  Kapital  von  30  000  K durch  eine 
jährliche  Annuität  von  181149  A'  in  27  Jahren  amortisiert? 

98.  Ein  Anlehen  von  250  000  K soll  durch  20  jährliche  Nachhinein- 
Annuitäten  bei  4 i/g^oiger  Verzinsung  getilgt  werden.  Wie  groß 
sind  die  im  12,  Jahre  zu  entrichtenden  Zinsen? 

99.  \\  eiche  Zahlung  obliegt  im  Falle  der  Amortisierung  eines  An- 
lehens von  35  000  1\  bei  47.,%iger  Verzinsung  durch  eine  jähr- 
liche Annuität  von  5000  K dem  Schuldner  im  letzten  Jahre? 

100.  ann  ist  ein  mit  47o  verzinsliches  und  in  27oig6n  Amortisations- 
raten rückzahlbares  Darlehen  von  300  000  K zur  Hälfte  getilgt? 

101.  Ein  Darlehen  von  80  000  A'  ist  bei  2‘>/oiger  Verzinsung  pro 
Semester  derart  zu  tilgen,  daß  während  der  ersten  5 Jahre  je- 
weils nur  die  Zinsen,  vom  6.  Jahre  an  aber  auch  gleich  große 
Annuitäten  und  zwar  durch  70  Semester  entrichtet  werden.  Wie 
lautet  der  Tilgungsplan  für  die  ersten  8 und  letzten  2 Jahre? 

102.  Die  vorstehende  Frage  ist  unter  der  Voraussetzung  zu  beant- 
worten, daß  in  den  ersten  5 Jahren  überhaupt  keine  Zahlung 
geleistet  wird,  sondern  die  in  dieser  Zeit  aufgelaufenen  Zinsen 
der  Annuität  angelastet  werden. 

103.  Ein  am  1.  Jänner  1907  begebenes  Darlehen  von  30  000  A ist 
bei  4V47oiger  Verzinsung  derart  zu  tilgen,  daß  durch  25  Jahre 
jeweils  im  nachhinein  eine  gleich  große  Annuität  und  am 
9.  Oktober  1932  eine  kleinere  Schlußrate  und  außer  der  Annuität 
ein  Regiebeitrag  von  V4%  des  jeweiligen  Schuldrestes  entrichtet 
wird.  Wie  lautet  der  Tilgungsplan  in  den  ersten  und  letzten 
2 Jahren? 

104.  Welche  Durchschnittsverzinsung  würde  sich  ergeben,  wenn  in 
Aufgabe  88  außer  der  Annuität  noch  ein  jährlicher  Regiebeitrag 
von  */47o  des  jeweiligen  Schuldrestes  zu  entrichten  wäre? 

105.  Das  unter  Nr.  88  angeführte  Anlehen  sei  in  Obligationen  ä 400  K 
geteilt.  Es  ist  der  Tilgnngsplan  unter  gleichzeitiger  Nachweisung 
des  jeweiligen  Restes  aufzustellen. 

106.  Ein  Anlehen  von  700  000  A ist  in  1000  Obligationen  ä 200  A, 
500  Stücke  ä 400  und  300  Stücke  ä 1000  K geteilt  und  in 
10  Ziehungen  bei  4®/oiger  Verzinsung  und  Einlösung  der  Obli- 
gationen zum  Nennwerte  zu  tilgen.  Wie  lautet  der  Tilgungsplan? 

107.  Es  ist  für  die  vorstehende  Aufgabe  der  Tilgungsplan  nach  Ana- 
logie der  auf  Seite  65  gegebenen  Darstellung  unter  jeweiliger 


Aufrechterhaltung  des  bei  der  Begebung  des  Anlehens  zwischen 
der  Anzahl  der  verschiedenartigen  Appoints  bestehenden  Ver- 
hältnisses aufzustelleu. 

108.  Das  unter  Nr.  105  angeführte  Anlehen  soll  derart  getilgt  werden, 
daß  auf  die  gezogenen  Obligationen  kein  Zinsencoupon  mehr 
entfällt  (A=  383  A'). 

109.  Ein  Darlehen  von  90  000  A ist  bei  4 '/aVoigei*  Verzinsung  in  6 Jahren 
derart  zu  tilgen,  daß  das  Gesamterfordernis  jedes  Jahres  1000  K 
größer  ist  als  das  vorhergehende.  Wie  lautet  der  Tilgungsplan? 

110.  Für  ein  am  16.  Juli  1918  begebenes,  bei  47oiger  antizipativer 
Verzinsung  in  8 gleich  großen  nachschüssigen  Jahres- Annuitäten 
zurückzuzahlendes  Hypothekardarlehen  von  50  000  A ist  der 
Tilgungsplan  aufzustellen. 

111.  Die  Aufgabe  95  ist  bei  antizipativer  Verzinsung  zu  lösen. 

112.  Ein  am  1.  Mai  1914  begebenes  Anlehen  von  100  000  A ist  bei 
einer  3V27oigen  antizipativen  Verzinsung  durch  eine  jährliche 
Nachhinein-Annuität  von  6000  K zu  tilgen.  Wie  lautet  der  Til- 
gungsplan für  den  1.  Mai  1922  und  bezüglich  der  3 letzten 
Zahlungen? 

113.  Die  Aufgabe  96  ist  bei  antizipativer  Verzinsung  zu  lösen. 

114.  Es  ist  die  Frage  sub  Nr.  101  bei  antizipativer  Verzinsung  und  Nach- 
hinein-Annuitäten  zu  beantw'orten!  (Begebungstag  1.  Jänner  1914.) 

115.  Ein  in  1000  Obligationen  ä 400  A zerlegtes  Anlehen  ist  bei 
47oiger  antizipativer  Verzinsung  unter  Einlösung  der  Schuld- 
verschreibungen zum  Nennwerte  in  8 Ziehungen  zu  tilgen. 
(Emittiei'ung  1.  März  1920.)  Wie  lautet  der  Tilgungsplan? 

116.  Ein  in  400  Obligationen  ä 500  K zerlegtes  Anlehen  ist  in  6 je- 
weils am  1.  Februar  stattfindenden  Ziehungen  bei  274°/oiger 
antizipativer  Verzinsung  und  Einlösung  der  Obligationen  mit 
525  K zu  tilgen.  (Begebung  1.  Februar  1920.) 

117.  Für  ein  durch  20  Vorhinein-Annuitäten  ä 4000  K bei  4®/'oiger 
antizipativer  Verzinsung  zu  amortisierendes  Anlehen  von  65  000  K 
ist  der  Tilgungsplan  für  die  ersten  5 Jahre  aufzustellen.  (Be- 
gebungstag 1.  Juli  1920.) 

118.  Es  ist  für  ein  am  1.  Oktober  1914  begebenes,  bei 
antizipativer  Verzinsung  in  45  Semestern  durch  gleich  große 
Vorhinein-Annuitäten  zurückzuzahlendes  Anlehen  von  80  0(^  A' 
der  Tilgungsplan  für  den  1.  Oktober  1920  und  1930  aufzustellen. 

119.  Ein  aus  7500  Losen  ä 400  A bestehendes  Lotterieanlehen  soll 
durch  8 Ziehungen  derart  getilgt  werden,  daß  bei  jeder  Ziehung 
1 Los  mit  30  000  A',  2 Lose  mit  je  10  000  A'  und  10  Lose  mit 
je  2000  A gezogen,  die  übrigen  Lose  aber  in  den  beiden  ersten 
Ziehungen  zum  Nennwerte,  in  der  Folge  mit  410  K eingelöst 
werden.  Wie  lautet  der  Tilgungsplan? 
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120. 


Welcher  Durchschnittsverzinsung  entspricht  die  Einlösung  nach 
vorstehender  Aufgabe? 

Das  in  Nr.  119  angeführte  Darlehen  ist  (lerart  zu  tilgen,  daß  auf 
den  größten  Ti-effer  in  der  1.  Zielumu  15  000  7v  und  in  jeder 
folgenden  um  5000  K mehr  als  in  der  vorhergehenden  Ziehung 
entfallen. 

Ein  aus  20  000  Losen  a 200  K bestehendes  Anlehen  soll  in 
10  Ziehungen  derart  getilgt  werden,  daß  die  Lose  bis  zu  ihrer 
Ziehung  mit  1^4°  o verzinst  und  in  jeder  Ziehung  1 Los  mit 
25  000  K,  2 Lose  mit  je  10  000  K und  7 mit  je  1000  A'  die 
übrigen  Lose  aber  zum  Nominalbetrag  eingelöst  werden.  Wie 
lautet  der  Tilgungsplan? 

Ein  gegen  dekursive  VerziuMing  und  Tilgung  in  33 

gleich  großen  Jahres-Annuitäten  begebenes  Anlehen  von  90  000  A" 
wird  nach  Entrichtung  der  10.  Annuität  auf  4^/o  konvertiert. 
Wie  lautet  der  Tilgungsplan  für  das  10.,  11.,  12.  und  letzte  Jahr, 
wenn  aj  die  Annuität,  h)  die  Tilgungsdauer  verringert  wird? 
Wie  lautet  die  Lösung  der  vorstehenden  Aufgabe  bei  antizipativer 
Verzinsung? 

Ein  Anlehen  von  70  000  K ist  bei  40/üigor  dekursiver  Verzinsung 
gegen  eine  gleich  große  Jahres-Annuitiit  von  3500  K zu  tilgen. 


Nach  Entrichtung  der  15.  Annuität  wird  der  Zinsfuß  auf  SVaV 


128. 


ermäßigt.  Wie  lautet  nunmehr  der  Tilgungsplan  für  die  letzten 
3 Jahre,  wenn  die  bisherige  Annuität  auch  weiterhin  bezahlt  wird? 
Die  vorstehende  Aufgabe  ist  bei  antizipativer  Verzinsung  zu 
lösen. 

Ein  gegen  Semesterverzinsung  ausgeliehenes  Kapital  ist 

nach  20  Jahren  fällig.  Zu  welchem  Kurs  (gegen  welche  Zu- 
zählungsgebühr) muß  das  Anlehen  begeben  werden,  damit  eine 
2V4%ig’o  Rentabilität  sich  ergibt? 

Wie  groß  wäre  der  Begebungskurs  von  Nr.  127  bei  antizipativer 


Verzinsung? 


129. 


130. 


131. 


132. 


133. 


Ein  bei  4‘*/oigor  dekursiver  Verzinsung  durch  30  Annuitäten 
zu  tilgendes  Anlehen  wird  zum  Kurse  von  95 V2  begeben.  Wie 
groß  ist  die  tatsächliche  Verzinsung? 

Zu  welchem  Kurs  müßte  vorstehendes  Anlehen  übernommen 
werden,  damit  sich  eine  Rentabilität  ergibt? 

Aufgabe  129  ist  bei  antizipativer  Verzinsung  zu  lösen. 

Zu  welchem  Kurs  müßte  ein  bei  einer  2%  antizipativen  Ver- 
zinsung durch  40  Annuitäten  zu  amortisierendes  Anlehen  über- 
nommen werden,  damit  eine  Verzinsung  resultiert? 

Ein  4‘’/oigos  Darlehen  ist  durch  eine  ß‘Vüige  Annuität  zu  tilgen. 
Welcher  Begebungskurs  würde  einer  41*  (3V4)Voig0ii  Rentabilität 
entsprechen? 
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134.  Ein  3*  '2%ig  antizipativ  zu  verzinsendes  Darlehen  ist  durch  eine 
öVsVüige  Annuität  zu  tilgen.  Bei  welchem  Begebungskurs  würde 
eine  4''/„ige  Verzinsung  erzielt? 

135.  Bei  einem  gegen  30  Annuitäten  zu  tilgenden  4i/4*7oigen  Anlehen 

ist  noch  ein  Kegiebeitrag  zu  entrichten.  Wie  groß  ist 

die  Rentabilität,  wenn  aJ  das  Darlehen  al  juiri,  b)  zum  Kurse 
von  99  begeben  wird? 

136.  Welche  Rentabilitäten  liegen  vor,  wenn  das  Darlehen  Ni\  135 
gegen  eine  57oigö  Annuität  getilgt  wird? 

137.  Ein  Anlehen  ist  durch  45  Vorhinein-Semester-Annuitäteu  derart 
zu  amortisieren,  daß  außer  einer  Z'^ji^igen  antizipativen  Ver- 
zinsung noch  ein  '/g'Voiger  Regiebeitrag  geleistet  werden  muß. 
W’ie  groß  ist  die  Rentabilität,  wenn  a)  die  Begebung  al  i)ari, 
b)  zu  98Va  erfolgt? 

138.  Welche  effektiven  Verzinsungen  werden  erzielt,  wenn  das  Dar- 
lehen Nr.  137  durch  eine  4"/oige  Semester-Annuität  getilgt 
wird? 

139.  Ein  4"/uiges  Obligationen-Anlehen  ist  in  40  Ziehungen  zu  amorti- 
sieren. Bei  welchem  Kurse  ergibt  sich  eine  Rentabilität 

nach  5,  15,  25  und  35  Jahren? 

140.  Ein  durch  50  Semester-Annuitäten  zu  tilgendes  Anlehen  von 

80  000  7V  kann  bei  27i,iger  dekursiver  Verzinsung  al  pari  be- 
geben werden.  Wie  groß  wäre  der  Kurs  bei  Ver- 

zinsung? 

141.  Der  Übernahmskurs  des  vorstehenden  Anlehens  w'äre  bei 
2%igei’  Verzinsung  98’50.  Es  ist  der  Paritätskurs  für  1^4%  zu 
bestimmen. 

142.  Die  vorstehende  Aufgabe  ist  bei  antizipativer  Verzinsung  zu 
lösen. 

143.  Ein  nicht  rückzahlbares  Staatsanlehen  kann  bei  472'Voigei’  Ver- 
zinsung zum  Kurse  von  9874  emittiert  werden.  Wie  hoch  sollte 
sich  der  Kurs  bei  SVsVuiger  Verzinsung  stellen? 

144.  Ein  in  25  Jahres-Annuitäten  zu  tilgendes  Anlehen  würde  von 
J.  zum  Kurse  von  98  bei  4%iger  und  von  B zum  Kurse  von 
9374  bei  37i''’/üiger  dekursiver  Verzinsung  übernommen.  Welches 
der  beiden  Offerte  ist  für  den  Schuldner  günstiger? 

145.  Wie  lautet  bei  antizipativer  Verzinsung  die  Antwort  auf  die 
vorstehende  Frage? 

146.  Welcher  Regiebeiti’ag  könnte  in  Nr.  144  bei  dem  für  den 
Schuldner  günstigeren  Offert  noch  eingehoben  werden,  damit 
zwischen  beiden  Angeboten  Parität  besteht? 

147.  Welches  w-äre  der  Paritätskurs  eines  noch  29  Jahre  laufenden 
Obligationen-Anlehens,  wenn  4*^  yige  Staatsanleihe  84'20  notiert? 


Ludwig,  roUtiäehe  Arithmetik.  4.  Aud. 
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Wahrscheinlichkeitsrechnung. 

148.  In  einer  Urne  befinden  sich  4 schwai-ze,  3 weiße  und  6 rote 
Kugeln.  Wie  groß  ist  die  Wahrscheinlichkeit  a)  eine  weiße  Kugel 
zu  ziehen?  b)  eine  rote  Ktigel  nicht  zu  ziehen? 

149.  Wie  groß  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  aus  einer  Kassette,  welche 
8 Kronenstücke  aus  dem  Prägejahr  1894,  12  Kronenstücke  aus 
dem  Jahre  1896  und  16  Kronenstücke  .aus  dem  Jahre  1901  ent- 
hält, auf  einen  Zug  eine  Münze  der  beiden  erstgenannten  Präge- 
jahre zu  ziehen. 

150.  Es  ist  die  Wahrscheinlichkeit  zu  bestimmen,  aus  den  6 Zahlen 
1 bis  6 auf  einen  Zug  2 Zahlen  zu  ziehen,  deren  Summe  6 ergibt? 

151.  Wie  groß  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  mit  2 Würfeln  auf  einen 
Wurf  in  Summe  mindestens  'S  und  höchstens  10  zu  werfen? 

152.  Es  ist  die  Wahrscheinlichkeit  zu  bestimmen,  aus  der  in  Nr.  148 
erwähnten  Urne  eher  eine  weiße  als  eine  schwarze  Kugel  zu  ziehen. 

153.  Wie  groß  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  aus  einem  Spiel  mit 
32  Karten  2mal  nacheinander  einen  König  zu  ziehen,  wenn  die 
zuerst  gezogene  Karte  a)  wieder  zurückgegeben,  h)  beiseite  ge- 
legt wird? 

154.  Wie  groß  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  aus  einer  Urne  mit  4 weißen, 
3 schwarzen  und  2 roten  Kugeln  auf  einen  Zug  eine  weiße  und 
eine  schwarze  Kugel  zu  ziehen? 

155.  Wie  groß  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  aus  der  letztgenannten 
Urne  auf  den  ersten  Zug  eine  schwarze  und  auf  den  zweiten  Zug 
eine  weiße  Kugel  zu  ziehen  ? (Die  gezogene  Kugel  wird  zurück- 
behalten.) 

156.  Warum  sind  die  Wahrscheinlichkeiten  der  Aufgaben  154  und 
155  nicht  identisch? 

157.  In  der  Urne  befinden  sich  3 weiße  und  5 schwarze,  in  der 
Urne  t"»  2 weiße  und  2 schwarze  und  in  der  Urne  7 weiße, 
6 schwarze  und  3 rote  Kugeln.  Wie  groß  ist  die  Wahrschein- 
lichkeit, bei  geschlossenen  Augen  aus  einer  dieser  Urnen  eine 
schwarze  Kugel  zu  ziehen? 

158.  Die  Urne  in  Nr.  1.57  enthalte  keine  schwarzen  Kugeln.  Wie 
groß  ist  nunmehr  die  Wahrscheinlichkeit  für  das  Ziehen  einer 
schwarzen  Kugel  aus  einer  der  3 Urnen? 

159.  A erhält  von  B 25  h in  dem  Falle,  wenn  er  mit  2 Würfeln  auf 
einen  Wurf  die  Summe  7 trifft.  Welchen  Betrag  hätte  im  Falle 
des  Verlierens  A an  B zu  zahlen? 

160.  A gewinnt,  wenn  er  einen  Würfel  dreimal  derart  wirft,  daß  die 
Fläche  mit  den  5 Augen  obenauf  zu  liegen  kommt.  In  welchem 
Außmaß  haben  A und  B zu  dem  gemeinsamen  Einsatz  von 
10’80  beizusteuern? 


161.  Es  ist  der  Wert  eines  Loses  des  in  Nr.  122  genannten  Anlehens 
unmittelbar  vor  der  3.  und  8.  Ziehung  zu  bestimmen. 

162.  Ein  Los  des  letzterwähnten  Aiilehens  sei  zum  Kurse  von  230 
ei’worben  worden;  wie  groß  wäre  die  für  die  5.  Ziehung  gegen 
Verlosungs Verlust  zu  entrichtende  Prämie  (netto)? 

163.  Es  ist  der  Wert  einer  Promesse  auf  das  Anlehen  in  Nr.  122  für 
die  3.  Ziehung  zu  ermitteln. 

164.  Wie  groß  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  daß  ein  17-Jähriger  a)  nach 
17  Jahren  noch  lebt?  hj  vor  Vollendung  des  60.  Lebensjahres 
stirbt?  c)  im  75.  Lebensjahre  stirbt?  (Tafel  AH^^) 

165.  Es  ist  die  wahrscheinliche  Lebensdauer  des  20-Jährigen,  be- 
ziehungsweise des  40-Jährigen  nach  den  verschiedenen  Absterbe- 
ordnungen zu  bestimmen. 

166.  Wie  groß  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  daß  von  2 Personen  im 
Alter  von  38  und  32  Jahren  nach  15  Jahren  noch  mindestens 

' eine  Person  lebt? 

167.  Wie  groß  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  daß  von  3 Personen  des 
Alters  X,  y,  z nach  n Jahren  a)  noch  eine  Person  lebt;  h)  2 ge- 
storben sind;  c)  höchstens  eine  Person  gestorben  ist? 

Lebensversicherung. 

168.  Es  ist  die  Richtigkeit  des  Wertes  der  Rentner-Sterbetafel 
zu  überprüfen. 

169.  Ein  6 5- Jähriger  versichert  eine  lebenslänglich  nachschüssig  zahl- 
bare Leibrente  von  700  K.  Wie  groß  ist  a)  die  hiefür  bei  8%igem 
Regiezuschlag  zu  entrichtende  Einmalprämie?  h)  die  Prämien- 
reserve nach  7 Jahren? 

170.  Wie  groß  wäre  der  Wert  der  vorstehenden  Leibrente,  wenn 
derselbe  mit  Hilfe  der  wahrscheinlichen  Lebensdauer  berechnet 
würde  ? 

171.  Welche  lebenslänglich  nachschüssige  Leibrente  erhält  ein  55- 

Jähriger  für  eine  Einlage  von  25  000  /v  bei  7^/.,°  Regie- 

zuschlag und  wie  groß  ist  die  Prämienreserve  nach  5 Jahren? 

172.  Wie  groß  ist  a)  für  die  Einlage  in  Nr.  171  die  Rente,  wenn  die- 
selbe erst  mit  dem  65.  Lebensjahre  beginnt?  b)  die  Prämien- 
reserve nach  8 und  nach  12  Jahren? 

173.  Ein  35-Jähriger  hat  für  eine  mit  dem  60.  Lebensjahre  be- 
ginnende lebenslängliche  Leibrente  von  jährlich  1500  K 25mal 
eine  Prämie  von  395  1 8 K zu  entrichten.  Wie  groß  ist  a)  der 
Regiezuschlag?  b)  die  Prämienreserve  nach  24  Jahren? 

174.  Wie  groß  wäre  in  Nr.  173  die  reduzierte  Rente,  wenn  die  Prämien- 
zahlung nach  15  Jahren  eingestellt  und  bei  der  Umwandlung  ein 
10%iger  Rpgiezuschlag  angerechnet  würde? 
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175.  Um  welchen  Betrag  müßte  die  auf  S.  132  und  133  berechnete 
Prämie  alljährlich  steigen,  damit  die  versicherte  Rente  1500  K 
beträgt? 

176.  Wie  groß  ist  die  Einmalprämie  in  Nr.  169,  wenn  die  Rente 
a)  vierteljährlich  im  nachhinein,  h)  monatlich  im  vornhinein  zahl- 
bar ist?  (Regiezüschlag  lO^n-) 

177.  Es  ist  zu  Aufgabe  176  a)  und  h)  die  Prämienreserve  nach  10  Jahren 
zu  bestimmen. 

178.  Wie  groß  ist  die  Rente  in  Nr.  171,  wenn  dieselbe  halbjährig 
a)  im  vorhinein,  h)  im  nachhinein  gezahlt  werden  soll? 

179.  Es  ist  zu  Aufgabe  178  ajundij  die  Prämienreserve  nach  6 Jahren 
zu  bestimmen. 

180.  Welche  Jahresprämie  hat  ein  32- Jähriger  für  eine  Erlebens- 
versicherung pro  5000  K auf  das  62.  Lebensjahr  a)  während 
der  ganzen  Versicherungsdauer,  h)  durch  15  Jahre  bei  12°/oigem 
Regiezuschlag  zu  entrichten? 

181.  Wie  groß  ist  zu  Aufgabe  180  a)  und  h)  die  Prämienreserve  nach 
14  Jahren? 

182.  Ein  Versicherter  hat  für  eine  Erlebensversicherung  mit  20jähriger 
Dauer  eine  Jahresprämie  von  3'/.^'’/,)  der  Versicherungssumme 
bezahlt  und  den  Fälligkeitstermin  erlebt.  Mit  wieviel  Prozent 
haben  sich  die  Prämien  verzinst? 

183.  Welche  Prämie  wäre  in  Aufgabe  180  a)  vierteljährig  zu  entrichten, 
wenn  der  Zuschlag  für  die  unterjährige  Zahlung  4%  beträgt? 

184.  Ist  es  bei  einem  speziellen  Zuschlag  von  3'  2"/o  füi’  den  Ver- 

sicherungsnehmer vorteilhafter,  die  Prämie  ganz-  oder  viertel- 
jährig zu  bezahlen,  wenn  er  in  der  Sparkasse  a)  eine  3%ige, 
h)  eine  37‘.>“/oig(‘!  Verzinsung  erzielt? 

Die  folgenden  Aufgaben  bis  einschließlich  Nr.  199  sind,  wenn  nichts  anderes 

vermerkt  ist,  nach  der  österreichisch-ungarischen  Sterblichkeitstafel  zu  berechnen. 

185.  Ein  38-Jähriger  will  einen  Betrag  von  5000  K zum  Abschlüsse 
einer  Todesfallversicherung  verwenden.  Wie  groß  wäre  bei 
15'’/()igem  Regiezuschlag  tD  die  versicherte  Summe,  h)  die  Prämien- 
reserve nach  14  Jahren? 

186.  Wie  groß  ist  die  lebenslänglich  zu  zahlende  Jahrespi’ämie  eines 
40-Jährigen  für  eine  Todesfallversieherung  von  7000  K bei 
15"/oigeni  Zuschlag?  (auch  zu  berechnen  nach  17  engl.  Ges.  37a 
und  4*Vo  und  nach  MWI). 

187.  Welche  Rückkaufssumme  bekäme  in  Nr.  186  der  Versicherte 
nach  15  Jahren,  w'enn  eine  gleichbleibende  Quote  von  75%  ge- 
währt wird? 

188.  Welche  Jahresprämie  hat  ein  35-Jähriger  für  eine  Todesfallver- 
sicherung von  5000  K durch  25  Jahre  bei  einem  2ü%igen  Regie- 
zuschlag zu  entrichten  und  auf  welchen  Betrag  lautet  dieprämien- 
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freie  Reduktionspolizze  nach  13  Jahren,  wenn  bei  der  Um- 
wandlung ein  Zuschlag  von  10%  in  Anschlag  kommt? 

189.  Wie  groß  ist  der  Regiezuschlag,  wenn  die  lebenslängliche  Prämie 
eines  26-Jährigen  für  eine  Todesfallversicherung  lVr."/o  der  ver- 
sicherten Summe  beträgt? 

190.  Ein  50-Jähriger  hat  vor  16  Jahren  gegen  lebenslängliche  Prämien- 
zahlung eine  Todesfallversicherung  auf  lo  000  K abgeschlossen 
und  will  nunmehr  die  weiteren  Zahlungen  einstellen.  Wie  lange 
bliebe  er  noch  auf  die  volle  Summe  versichert,  wenn  bei  der 
Umwandlung  ein  12<>/oiger  Zuschlag  angerechnet  wird? 

191.  Welche  Monatsprämie  hat  ein  37-Jähriger  für  eine  durch  3 Jahre 
aufgeschobene  Todesfallversicherung  von  2000  A bei  einem  Regie- 
zuschlag von  25  -]-  6%  lebenslänglich  zu  entrichten  und  wie 
groß  ist  die  Prämienreserve  nach  2 und  9 Jahren? 

192.  Ein  27jähriger  Beamter  hat* erst  nach  10  Jahren  Anspruch  auf 

Invaliditäts-  und  Witwenrente  und  schließt  deshalb  eine  auf 
10  Jahre  abgekürzte  Todesfallversicherung  per  10  000  K ab.  Wie 
groß  ist  a)  die  Jahresprämie  bei  22®  Zuschlag,  h)  die 

Prämienreserve  nach  5 Jahren? 

193.  Ein  30- Jähriger  will  gegen  Einmalprämie  eine  gemischte  Ver- 
sicherung mit  SOjähriger  Dauer  im  Betrage  von  8000  K ab- 
schließen. Wie  groß  ist  a)  bei  10®/oigem  Regiezuschlag  die  Prämie, 
h)  die  Prämienreserve  nach  11  Jahren? 

194.  Welche  Prämie  hat  ein  45-Jähriger  für  eine  gemischte  \ ersiche- 
rung  auf  das  65.  Lebensjahr  pro  5000  K aj  während  der  ganzen 
Versicherungsdauer,  h)  durch  15  Jahre  bei  20%igem  Zuschlag 
zu  bezahlen?  (auch  nach  17  engl.  Ges.  37»  und  4®  o und  MWI). 

195.  Wie  groß  ist  in  Aufgabe  194  a)  die  Rückkaufssumme  nach 
13  Jahren,  wenn  dieselbe  nach  einer  mit  60®/o  beginnenden  Skala 
zu  berechnen  ist  und  auf  welchen  Betrag  lautet  nach  15  Jahren 
die  prämienfreie  Reduktionspolizze? 

196.  Ein  38jähriger  Vater  will  durch  Abschluß  einer  ä terme  fixe 
Versicherung  seinem  4jährigen  Sohne  bei  Antritt  seiner  Militär- 
dienstpflicht (mit  vollendetepi  21.  Lebensjahre)  eine  gewisse 
Summe  sichern  und  entrichtet  zu  diesem  Zwecke  eine  halb- 
jährige Prämie  von  50  K.  Wie  groß  ist  das  versicherte  Kapital 
bei  15  -j-  2'Vo  Zuschlag? 

197.  Unmittelbar  vor  Entrichtung  der  10.  Prämie  aus  Nr.  196  trete 
der  Tod  des  Vaters  ein.  Wäre  in  diesem  Falle  Versicherung 
oder  Sparkasse  (mit  372®/oiger  Verzinsung)  vorteilhafter  ge- 
wesen? 

198.  Mit  wieviel  Prozent  verzinsen  sich  die  Prämien  im  Falle  197? 

199.  Es  ist  die  Prämienreserve  nach  14  Jahren  zur  Aufgabe  196  zu 
bestimmen,  wenn  der  Vater  oy  noch  lebt,  6y  bereits  gestorben  ist. 


■ 


198 


Äufgaben-Sammlung. 


» 


200.  Ein  36-Jähriger  versichert  eine  durch  25  Jahre  aufgeschobene 
Leibrente  von  jährlich  2400  K mit  Prämienrückgewähr.  Wie 
groß  ist  a/  bei  9V2%igein  Regiezuschlag  die  Einmalprämie, 
l/j  die  Prämienreservo  nach  16  Jahren?  (Rentnertafel.) 

201.  Ein  28-Jähriger  leistet  eine  einmalige  Einlage  von  2500  K für 
eine  Erlebensversicherung  auf  das  50.  Lebensjahr  mit  Prämien- 
rückgewähr. Wie  groß  ist  bei  10®/oigem  Zuschlag  die  versicherte 
Summe,  bj  die  Prämienreserve  nach  12  Jahren?  (Rentnertafel.) 

202.  Wie  groß  ist  a)  die  vorschüssige,  h)  die  nachschüssige  Ver- 
bindungsrente  eines  46jährigen  Mannes  ndt  einer  36jährigen  Frau? 

203.  Ein  37jähriger  Mann  versichert  seiner  39jährigen  Frau  eine 
Witwenpension  von  jährlich  1400  K.  Wie  groß  ist  die  Einmal- 
prämie bei  10%igem  Zuschlag? 

204.  Zu  der  vorstehenden  Aufgabe  ist  die  Prämienreserve  nach 
10  Jahren  unter  der  Voraussetzung  zu  ermitteln,  daß  a)  noch 
beide  Personen  leben,  h)  der  Mann  bereits  gestorben  ist. 

205.  Ein  35jähriger  Mann  will  für  seine  um  4 Jahre  jüngere  Frau 
behufs  Versicherung  einer  Witwenpension  eine  jähi'liche  Prämie 
von  400  K bezahlen.  Wie  groß  ist  a)  die  versicherte  Rente  bei 
12*Voigem  Regiezuschlag?  h)  die  Prämionreserve  nach  7 Jahren, 
wenn  noch  beide  Personen  leben? 

206.  Ein  Vater  hat  seinen  beiden  Töchtern  im  Alter  von  28  und 
25  Jahren  ein  Kapital  von  40  000  K mit  der  Bestimmung  hinter- 
lassen, daß  dasselbe  einer  Versicherungsgesellschaft  übergeben^ 
werde,  wofür  diese,  so  lange  beide  Mädchen  leben,  denselben 
eine  Rente  von  bestimmter  Höhe,  nach  dem  Tode  des  zuerst 
sterbenden  aber  an  das  überlebende  nur  im  halben  Ausmaße 
zu  bezahlen  hat.  Wie  groß  ist  die  Rente  bei  lO^igem  Zuschlag? 

207.  Es  ist  zu  Nr.  206  die  Rente  zu  bestimmen,  wenn  dieselbe  im 
gleichen  Betrage  bis  zum  Tode  der  zuletzt  sterbenden  Person 
gezahlt  wird? 

208.  Es  ist  zu  den  Aufgaben  206  und  207  die  Prämienreserve  nach 
15  Jahren  zu  berechnen,  wenn  a)  noch  beide  Personen  leben, 
b)  eine  Person  bereits  gestorben  ist. 

209.  Welche  Einmalprämie  ist  für  eine  gegenseitige  Uberlebensver- 
sicherung zweier  Personen  vom  After  37  und  33  bei  10''/oigem 
Regiezuschlag  zu  entrichten  und  wie  groß  ist  die  Prämienreserve 
nach  9 Jahren?  (3  Eventualitäten.) 

210.  Ein  37jähriger  Mann  versichert  seiner  32jährigen  Frau  für  den 
Fall  seines  Todes  ein  Kapital  von  15  000  A'.  Wie  groß  ist  die 
Jahresprämie  bei  157oigem  Zuschlag? 

211.  In  welcher  Weise  ändert  sich  die  Prämie  in  Nr.  210,  wenn  die  i 

Frau  ebenfalls  35  Jahre  alt  ist? 
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2*4272  6247 

2*8067  9370 

k,. 

1*7122  4913 

1*8475  8882 

2*5000  8035 

2*9050  3148 

1*7422  1349 

1*8845  4059 

2*575(>8276 

3*0067  0759 

1*7727  0223 

1-9222  3140 

2*6523  3524 

3*1119  4235 

1*8037  2452 

1-9606  7603 

2*7319  0530 

3*2208  6033 

1*8352  8970 

1*9998  8955 

2*8138  6245 

3-3335  9045 

1-8674  0727 

2-0398  8734 

2-89Ö2  7839 

3*4502  6611 

1*9000  8680 

2*0806  8509 

2*9852  2668 

3*5710  2543 

1-9333  3841 

2*1222  9879 

3-0747  8348 

3*6960  1132 

1-9671  7184 

2*1647  4477 

3*1670  2698 

3*8253  7171 

2-0015  9734 

2*2080  3966 

3*2620  3779 

3*9592  5972  I 

2*0366  2530 

2*2522  0046 

3-3598  9893 

4*0978  3381  [ 

2*0722  6624 

2*2972  4447 

3-4606  9589 

4*2412  5799  f 

2*1085  3090 

2*3431  8936 

3*5645  1677 

4*3897  0202  1 

2*1454  3019 

2-39i'0  5314 

3-6711  5227 

4-54SH4160  1 

2*1829  7522 

2-4378  5421 

3-7815  9584 

4 7023  5855  j 

2*2211  7728 

2*4866  1129 

3-8950  4372 

4-8669  4110 

2-2600  4789 

2-5363  4352 

4*0118  95(»3 

5*0372  8404 

2*2996  9872 

2*5870  7039 

4*1322  5188 

5*2135  8898 

2-3398  4170 

2-6388  1179 

4*256*2  1944 

5*3960  6469 

2*3807  8893 

2*6915  8803 

4*3839  0602 

5*5849  2686  \ 

'41 


b 


Tabelle  I dekursiv. 


Termin 

03/  0/ 
^ 14  Io 

40/ 
^ 10 

4V4‘’/o 

Al  1 0 
^ / 2 / 0 

1 

1*0375 

104 

1*0425 

1-045 

1 2 

1*0764  0625 

1-0816 

1*0868  0625 

1*0920  25 

3 

1*1167  7148 

1-1248  64 

1*1329  9552 

1-1411  6613 

4 

1*1586  5042 

1*1698  5856 

1 1811  4783 

1*1925  1860 

o 

T2020  9981 

1*2166  5290 

1-2313  4661 

1*2461  8194 

6 

1-2471  7855 

1*2653  1902 

1-2836  7884 

1*3022  6012 

7 

1*2939  4774 

1*3159  3178 

1*3382  3519 

1-3608  6183 

8 

1 3424  7078 

1*3680  6905 

1-3951  1018 

1*4221  0061 

9 

1*3928  1344 

1-4233  1181 

1*4544  0237 

1*4860  9514 

10 

1*4450  4394 

1*4802  4428 

1-5162  1447 

T5529  6942 

11 

1*4992  3309  , 

1*5394  5406 

1-5806  5358 

1-6228  5305 

12 

l’55ö4  5433 

1 *(>010  3*222 

1*6478  3136 

1*6958  8143 

13 

1*6137  8387 

1 6650  7351 

1*7178  6419 

1*7721  9610 

14 

1*6743  0076 

1-7316  7645 

1*7908  7342 

1-8519  4492 

15 

1-7370  8704 

1*8009  4351 

1'8669  8554 

1*9352  8244 

16 

1*8022  2781 

1-8729  8125 

1-9463  3243 

2*0223  7015 

i 

1-8698  1135 

1*9479  0050 

2*0290  5156 

2-1133  7681 

1 18 

1*9399  2927 

2*0258  1652 

2-1152  8625 

2*2084  7877 

19 

2*0126  7662 

2*1068  4918 

2-2051  8591 

2*3078  6031 

20 

2*0881  5200 

21911  2314 

2*2989  0631 

2*4117  1402 

21 

2*1664  5770 

2*2787  6807 

2-3966  0983 

2*5202  4116 

*>2 

2-2476  9986 

2*3699  1879 

2*4984  6575 

2*6336  5201 

23 

2*3319  8860 

2*4647  1554 

2*6046  5054 

2*7521  6635 

' 24 

2-4194  3818 

2*5633  0416 

2*7153  4819 

2*8760  1383 

’O 


2*5101  6711 


2*6658  3633 


2-8307  5049 


3*0054  3446 


26 

27 

28 
*29 
30 


31 

32 

33 

34 

35 


36 

37 

38 

39 

40 


41 

42 

43 

44 

45 


46 

47 

48 

49 

50 


2*6042  9838 
2*7019  5956 
2*8032  8305 
2*9084  0016 
3 0174  7139 


3*1306  2657 
3 2480  2507 
3*3698  2601 
3 49(51  9448 
3*6273  0178 


3- 7633  2559 
3*9044  5030 
4*0508  6719 

4- 2027  7471 
4*3603  7876 


4*5238  9296 
4*6935  3895 
4*8695  4666 
5-0521  5466 


5*2416  1046 

* 


6*4381  7085 
5*6421  0226 
5*8536  8109 
6*0731  9413 
6*3009  3891 


2*7724  6978 
2-8833  6858 
2*9987  0832 
3*1186  5145 
3*2433  9751 


3*3731  3341 
3*5080  5875 
3-6483  8110 
3*7943  1634 
3*9460  8899 


4 1039  3255 
4-2680  8986 
4*43^8  1345 
4*6163  6599 
4-8010  2063 


4*9930  6145 
5*1927  8391 
5*4004  9527 
5*6165  1508 
5*8411  7568 


6*0748  2271 
6*3178  1562 
6-5705  2824 
6*8333  4937 
7*1066  8335 


2*9510  5739 
3*0764  7732 
3*2072  2761 
3-3435  3478 
3*4856  3501 


3-6337  7450 
3-7882  0992 
3*9492  0884 
4*1170  5021 
4*2920  2485 


4*4744  3590 
4*6645  9943 
4 8628  4491 
5*0695  1581 
5*2849  7024 


5*5095  8147 
5*7437  3868 
5*9878  4758 
6*2423  3110 
6*5076  3017 


6*7842  0445 
7*0725  3314 
7-3731  1580 
7-6x64  7322 
8*0131  4834 


3*1406  7901 
3*2820  0956 
3*4296  9999 
3*6840  364y 
3*7453  1813 


3-9138  5745 
4*0H99  8104 
4*2740  3018 
4*4663  6154 
4*6673  4781 


4-8773  7846 
5*0968  6049 
5*3262  1921 
5*5658  9908 
5*8163  6454 


6*0781  0094 
6*3516  1548 
•>■6374  3818 
6*9361  2290 
7*2482  4843 


7-5744  1961 
7-9152  6849 
8*2714  6557 
8*6  J 36  7107* 
9*0326  3627  ' 


Ü 


I 


6 


Tabelle  II  dekursiv. 


Termin 

13  0 / 

■ ,40 

90 
^ 0 

3"'o 

Q 1 / 0 ' 
0/2/0  * 

1 

0*9828  0098 

U-9803  921t) 

0*9708  7379 

0-9661  8357  j 

2 

0*9658  9777 

0-9611  687» 

0-9425  9591 

0*9335  1070 

1 

i ^ 

0*9492  8528 

0*9423  2233 

0*9151  4166 

0*9019  4271  : 

i ^ 

0-9329  5651 

0*0238  4543 

0-8884  8705 

0*8714  4223  [ 

5 

0-9169  1254 

0*9057  3081 

0-8626  0878 

0-8419  7317  • 

6 

0-9011  4254 

0*8879  713' 

0-837-*  8426 

0-8135  0064  1 

7 

0'8ft56  4378 

0-87t»5  6018 

0*8130  9151 

0-7859  909'i  * 

8 

0-8704  1157 

0*8534  9037 

0*7894  0923 

0*7594  1156 

9 

0*8554  4135 

0-83t)7  ÖÜ27 

0*7664  1673 

0*7337  3097 

10 

0-8407  2860 

0-8203  4830 

0*7440  9391 

0-7089  1881 

1 

11 

0*8262  6889 

0*8042  6304 

0*7224  212» 

0*6849  4571 

12 

0-8120  578» 

0-7884  9318 

0*7013  798» 

0*6617  8330 

13 

0-7980  9128 

0- 7730  3253 

0*6809  5134 

0-6394  0415 

14 

0*7843  6490 

0*7578  750*2 

0*6611  1781 

0*6177  8179 

15 

0*7708  7459 

0*7430  1473 

0*6418  6195 

0*5968  9062 

16 

0-7576  1631 

0*7284  4581 

0*6231  6694 

0-5767  0591 

17 

0*7445  8605 

0*7141  6256 

0-605*)  1645 

0*5572  03';  8 

18 

0-7317  7990 

0 7001  Ö03T 

0-587:;  9461 

0*5383  6114 

19 

0*7191  9401 

0*6864  3U;(J 

0-570*2  860:^ 

0*5201  5569 

20 

0*7068  2458 

0-6729  7133 

O-üüöt!  7575 

0*5025  6588 

21 

0-6946  6789 

0-6507  7582 

0*537")  4928 

0*4855  7090 

0*6827  2028 

0-6468  3901 

0*5218  9250 

0*4691  5063 

23 

0*6709  7817 

0-6341  ö5o*2 

0*5066  9175 

0*4532  8563 

24 

0*6594  3800 

0*6217  2149 

0-4919  3374 

0*4379  5713 

25 

0*6480  9632 

0-6095  30»7 

0-4776  0557 

0*4231  4699 

26 

0*6369  4970 

0*5975  7928 

0 4636  9473 

0-4088  3767 

27 

0*6259  9479 

0-5858  6204 

0-4501  8906 

0*3950  1224 

28 

0-6152  2829 

0 5743  7455 

0-4370  7675 

0*3816  5434 

29 

0-6046  4697 

0-5631  1231 

0*424;}  463'; 

0*3687  4815 

30 

0*5942  4764 

0-6520  7089 

0*4119  8676 

0*3562  7841 

31 

0*5840  2716 

0*5412  4597 

0*3999  8715 

0*3442  3035 

o2 

0*5739  8247 

0*5306  3330 

0*3883  3703 

0*3325  8971 

33 

0-5641  1053 

Ü-5202  2H73 

0*3770  2025 

0*3213  4271 

34 

0-5544  0839 

0*5100  2817 

0*3660  4490 

0*3104  7605 

35 

0-5448  7311 

0*5000  2761 

0-355.}  8340 

0-2999  7686 

1 36 

0-5355  0183 

0-4902  2315 

' 0-3450  3243 

0*2898  3272 

37 

0*5262  9172 

0-4806  1093 

0-3;}49H294 

ü‘2»00  3161 

38 

0*5172  4002 

0-4711  8719 

0-3252  2615 

0*2705  6194 

39 

0*5083  4400 

0-4619  4822 

0-315T  5355 

0-2614  1250 

40 

0-4996  0098 

0-4528  9042 

0*3065  5684 

0-2525  7247 

41 

0-4910  0834 

0-4440  1021 

‘ 0*2976  2800 

0*2440  3137 

42 

0*4825  6348 

0*4353  041;; 

0*2889  5922 

0*2357  7010 

43 

0*4742  6386 

0*4267  6875 

0-2805  4294 

0-2278  0590 

' 44 

0-4661  0699 

0 4184  0074 

0-2723  7178 

0 2201  0231 

45 

0*4580  9040 

0-4101  9680 

0-264  4 3|62 

0*2126  5924 

/ 


{ "W  ^ 

I - 'JPv 

V-  1.  ^ 


Tabelle  II  dekursiv. 


Termin 


33  0/ 

/4  /O 


4^. 


I 0 1 

12/0 


] 9 


>4.  ••  ‘ f 


0-9038  5542 
0-9200  1727 
0-8954  3831 
0-8630  7310 
0-8318  7768 

0-8018  0081 
0*772<S  2874 
0-7448  0517 
0-7179  7125 
0-6920  2048 

0-6670  0769 
0*6428  9898 
0-6196  6167 
0-5972  6426 
0 5756  7630 

0 5548  6881 
0-5348  13:n 
0*5154  8271 
0-4968  5080 
0-4788  9234 

0*4615  8208 
0*4448  9026 
0*4288  1856 
0-4133  1010 
0*3983  7985 

0-3839  8058 
0 3701  0176 
0*3567  2459 
0-3438  3093 
0-3314  0331 

0*3104  2487 
0*3078  704(» 
0-2067  5123 
0*2860  2528 
0*2756  8702 

0*2657  2242 
0 2561  1800 
0*2168  6072 
0-2379  3805 
0-2293  3788 

0-2210  4855 
0*2130  5885 
0*2(153  5793 
0-1979  3535 
0-1907  8106 

0 1838  8536 
0*1772  3890 
0*1708  3268 
0T646  5800 
0-1587  0651 


0-9615  3846 
0-9245  5621 
0-8889  9636 
0-8548  0419 
0-8219  2711 

0*7903  1453 
0*7599  1781 
0-7306  9021 
0*7025  8674 
0-6755  6417 

0 6495  8093 
0*6245  9705 
0*6005  7409 
0*5774  7508 
0*5552  6450 

0-5339  0818 
0*5133  7325 
0*4936  2S12 
0-4746  4242 
0-4563  8695 

0-4388  3360 
0*4219  5539 
0-4057  2633 
0-3901  2147 
0-3751  1680 

()-3606  8923 
0*3468  1657 
0-3334  7747 
0*3206  5141 
0-3083  1867 

0-2964  6026 
0-2H50  5794 
0-2740  9417 
0*2635  5209 
0-2534  1547 

0-2436  6872 
0-2342  9685 
0-2252  8543 
0*2166  2061 
0-2082  8904 

0*2002  7793 
0-1925  7493 
0-1851  6820 
0-1780  4635 
ü-17119841 

0-1646  1386 
0*1582  8256 
0*1521  9476 
0*14634112 
0*1407  1262 


0-9592  3261 
0*9201  2721 
0-8826  1603 
0-8466  3408 
0-8121  1912 

0-7790  1105 
0 7472  5281 
0-7167  8926 
0-6875  6764 
0*6595  3730 

0*6326  4969 
0*6068  5822 
0*5821  1819 
0 5583  8676 
0-5356  2279 

0-5137  8685 
0-492»  4110 
0*4727  4926 
0*4534  7650 
0-4349  8945 

0*4172  5607 
0*4002  4563 
0*3839  2866 
0*3682  7689 
0*3532  6321 

0*3388  6159 
0*3250  4709 
0*3117  9577 
0*2990  8467 
0-2868  9177 

0*2751  9594 
0-2639  7692 
0*2532  1527 
0*2428  9235 
0-2329  9026 

0-2234  9186 
0-2143  8068 
0-2056  4094 
0*1972  5750 
0*1892  1582 

0-1815  0199 
0*17410263 
0*1670  0492 
0-1601  9657 
0*1536  6577 

0-1474  0122 
0 1413  9206 
0*1356  2787 
0*1300  9868 
0*1247  9489 


0*9569  3780 
0*9157  2995 
0 8762  9660 
0*8385  6134 
0-8024  5105 

0*7678  9574 
0-7348  2846 
0-7031  8513 
0*6729  0443 
0*6439  2768 

0 6161  9874 
0 5896  6386 
0*5642  7164 
0*5399  7286 
0*5167  2044 

0*4044  6932 
0-4731  7639 
0-4528  0037 
0*4333  0179 
0-4146  4286 

0*3967  8743 
0*3797  0089 
0*3633  5013 
0*3477  0347 
0*3327  3060 

0*31810248 
0*3046  9137 
0-2915  7069 
0-2790  1502 
0*2670  0002 

0-2555  0241 
0-2444  9991 
0-2339  7121 
0-2238  9589 
0*2142  5444 

0-2050  2817 
0*1961  9921 
0*1877  5044 
0*1796  6549 
0 1719  2870 

0-1645  2507 
0-1574  4026 
0-1506  6054 
0-1441  7276 
0-1379  6437 

0*1320  2332 
0-1263  3810 
0*12(18  9771 
0*1156  9158 
0*1107  0965 


'V 


Tabelle  III  dekursiv. 


Termin 


13/  0/ 

* / 4 O 


1*0175 
2*0528  0625 
3T062  3036 

4- 1780  8939 

5- 2687  0596 

6*3784  0831 
7*5075  3045 
8-6564  1224 
9*8253  9945 
11*0148  4394 

12*22510371 
13*4565  4303 
14*7095  3253 
15*9844  4935 
17*2816  7721 

18*6016  0656 
19*9446  3468 
21-3111  6578 
22*7016  1119 
24*1163  8938 

25*5559  2620 
27*0206  5490 
28*5110  1637 
30*0274  5915 
31*5704  3969 

33*1404  2238 
34*7378  7977 
36*3632  9267 
38*0171  5029 
39*6999  5042 

41*4121  9955 
43*1544  1305 
44*9271  1527 
46-7308  3979 
48*5661  2949 

50*4335  3675 
52-3336  2365 
54*2669  6206 
56*2341  3390 
58*2357  3124 

60-2723  5654 
62*3446  2278 
64*4531  5367 
66*5985  8386 
68*7815  5908 

71*0027  3637 
73*2627  8425 
75*5623  8 J98 
77*9022  2468 
80*2830  1361 


2^L 


3V.V. 


1*02 
2*0604 
3*1216  08 
4*2040  4016 
5*3081  2096 

6*4342  8338 
7*5829  6905 
8*7546  2843 
9*9497  2100 
11*1687  1542 

12*4120  8973 
13*6803  3152 
14*9739  3815 
16*2934  1692 
17*6392  8525 

19*0120  7096 
20*4123  1238 
21*8405  5863 
23*2973  6980 
24*7833  1719 

26*2989  8354 
27*8449  6321 
29*4218  6247 
31*0302  9972 
32*6709  0572 

34*3443  2383 
360512  1031 
37*7922  3451 
39*5680  7921 
41*3794  4079 

43*2270  2961 
45*11157020 
47*0338  0160 
48*9944  7763 
50*9943  6719 

53*0342  5453 
55*1149  3962 
57*2372  3841 
59*4019  8318 
61*6100  2284 

63*8622  2330 
66*1594  6777 
68*5026  5712 
70*8927  1027 
73*3305  6447 

75-8171  7576 
78*3535  1927 
80*9405  8966 
83*5794  0145 
86*2709  8948 


1*03 
2*0909 
3*1836  27 
4*3091  3581 
5*4684  0988 

6*6624  6218 
7*8923  3605 
9*1591  0613 
10*4638  7931 
11-8077  9569 

13*1920  2956 
14-6177  9045 
16-0863  2416 
17*5989  1389 
19  1568  8130 

20*7615  8774 
22*4144  3537 
24*1168  6844 
25-8703  7449 
27*6764  8572 

29-5367  8030 
31*4528  8370 
33-4264  7022 
35-4592  6432 
37-5530  4225 

39*7096  3352 
41*9309  2252 
44*2188  6020 
46*5754  1571 
49  0026  7818 

51*5027  5852 
54*0778  4128 
56*7301  7652 
59*4620  8181 
62*2759  4427 

65*1742  2259 
68-1594  4927 
71*2342  3275 
74  4012  5973 
77-6632  9753 

81*0231  9645 
84*4  838  9234 
88*(4S4  0911 
91*7198  6139 
95*5014  5723 

99*3965  0095 
103*4083  9598 
107-5406  4785 
111*7968  6729 
116*1807  7331 


1*035 
2*1062  25 
3*2149  4288 

4- 3624  6588 

5- Ö601  5218 

6*7794  0761 
8-0516  8677 
9*3684  9581 
10*7313  9316 
12*1419  9192 

13-6019  6164 
15*1130  3030 
16-6769  8636 
18*2956  8088 
19*9710  2971 


21*7050 

23‘4996 

25-3571 

27*2796 

29*2694 

31*3289 

33*4604 

35*6665 

37*9498 

40*3131 


1575 

9130 

8050 

8181 

7068 

0215 

1373 

2821 

5669 

0168 


42*7590  6024 
45*2906  2734 
47*9107  9930 
50*6226  7728 
53*4294  7098 


56*3345 

59*3412 

62*4531 

65-6740 

69*0076 

72-4578 

76*0288 

79*7249 

83*5602 

87*5095 


0247 

1005 

5240 

1274 

0318 

c 

6930 

9472 

0604 

7775 

3747 


91*6073  7128 
95-8486  2928 
100-2383  3130 
104*7816  7290 
109-4840  3146 

114*3509  7255 
119-3882  5659 
124-6018  4557 
129*9979  1016 
135-6828  3702 


\ . 


9 


Tabelle  III  dekursiv. 


Termin 

' 0 3/  0/ 
O /4  ;o 

40/ 
^ /o 

0 , 

1 

1 

4^/  °/  i 

^ /2  /O  I 

1 

1*0375 

1*04 

1*0425 

r045  i 

2 

2*1139  0625 

2*1216 

2*1293  0625 

2-1370  25  1 

3 

3*2306  7773 

3*2464  64 

3*2623  0177 

3-2781  9113  1 

4 

4*3893  2815 

4*4163  2256 

4*4434  4959 

4*4707  0973  , 

5 

5 5914  2796 

5*6329  7546 

5-6747  9620 

5*7163  9166  ' 

6 

6*8386  0650 

6*8982  9448  ' 

6-9584  7504 

7 0191  5179 

7 

8-1325  5425 

8-2142  2626 

8*2967  1023 

8-3800  1362 

8 

9-4750  2503  ' 

9*5827  9531  | 

9-6918  2041 

9*8021  1423 

9 

10-8678  3847  I 

11*0061  0712  ' 

11*1462  2278 

11-2882  0937 

10 

1*2*3128  8241 

12-4863  5141 

12-6624  3725 

1 

12-8411  7879 

11 

13-8121  1550 

14*0258  0546 

14*2430  9083  | 

14-4640  3184  ' 

12 

15*3675  6983  i 

15-6268  3768 

15*8909  2219 

16*1599  1327  ■ 

13 

16  9813  5370 

17-2919  1119 

17*6087  8638 

17*9321  0937 

14 

18-6556  5447 

19*0235  8764 

19-3996  5980  ^ 

19*7840  5429  , 

15 

20-3927  4151 

20-8245  3114 

21*2666  4534 

21*7193  3673 

16 

22*1949  6932 

22*6975  1239 

23-2129  7777 

23-7417  0689  ! 

17 

24*0647  8067 

24*6454  1288 

25*2420  2933 

25*8550  8370 

18 

26*0(147  0994 

26*6712  2940 

27-3573  1557 

28*0635  6246 

19 

280173  8656 

28*7780  7858 

29-5625  0149 

30-3714  2277 

20 

30*1055  3856 

30-9692  0172 

31-8614  0780 

32*7831  3680 

21 

32-2719  9626 

33*2479  6979 

34*2580  1763 

35*3033  7795 

22 

34*5196  9612 

35*6178  8858 

36-7564  8338 

37*9370  2996 

23 

36*8516  H472 

38-0826  0412 

39-3611  3392 

40*6891  9031 

24 

39*27112290 

40’0450  0829 

42*0764  8211 

43*5652  1015 

I 25 

1 

41*7812  90U1 

43*3117  4462 

44*9072  3260 

46*5706  4460 

1 20 

44*3855  88^8 

46*0842  1440 

47'8582  8999 

49*7113  2361 

27 

47*0875  4794 

48*9675  8298 

50-9347  6732 

52*9933  3317 

28 

4 9*8908  3099 

51-9662  8630 

54*1419  9493 

56*4230  3316  . 

29 

52*7992  3715 

55*0849  3775 

57*4855  2971 

00*0070  6966 

30 

55-8167  0855 

58*3283  3526 

60-9711  6472 

r, 3-7523  8779  j 

31 

58*9473  3512 

61-7014  6867 

64*6049  3922 

! 67-6662  4524  ' 

32 

62-1953  6019 

65*2095  2742 

68-3931  4914 

1 71*7562  2628 

33 

65*5651  8619 

68*8579  0851 

72-3423  5798 

76-0302  5646 

34 

69*0613  806T 

72-6522  2486 

76-4594  0819 

80-4966  1800 

35 

72*6886  8245 

76*5983  1385 

80*7514  3304 

85*1639  6581  , 

36 

76-4520  0804 

80-7022  4610 

85*2258  6895 

90-0413  4427 

37 

80*3564  5834 

84*9703  3626 

89*8904  6838 

; 95*1382  0476 

3S 

84*4073  2553 

89*4091  4971 

94*7533  1328 

100*4644  2398 

39 

88-6101  0024 

94*0255  1570 

99*8228  2910 

106*0303  2306 

40 

92-9704  7900 

98*8265  36  ^3 

105*1077  9933 

111*8466  8760 

41 

97*4943  7196 

103*8195  9778 

110-6173  8080 

117*9247  8854  ; 

42 

102-1879  1091 

109*0123  8169 

116*3611  1949 

124-2764  0402 

43 

107*0574  5757 

114*4128  7696 

122*3489  6707 

130  9138  4*220  ' 

44 

112-1096  1223 

120*0293  9204 

128*5912  9817 

137*8499  6510 

45 

117*3512  2269 

125*8705  6772 

135*0989  2834 

145  0982  1353 

46 

122*7893  9354 

' 131*9453  9043 

141*8831  3279 

152*6726  3314 

47 

128*4314  9579 

138*2632  0604 

148-9556  6594 

160*5879  0163  ' 

48 

134*2851  7689 

i 144*8337  3429 

' 156*3287  8174 

. 168*8593  5720  , 

49 

140*3583  7102 

151-6670  8366 

164*0152  5496 

, 177*5030  2828  | 

50 

146*6593  0993 

! 158-7737  6700 

. 1 72-0284  033Q 

1 186  5356  6455  1 

Tabelle  IV  dekursiv 


Termin 


43 

1 

1 

44 

1 

45 

46 

47 

48 

49 

1 

50 

3 / O 
; 4 


0*9828  0098 
1 9486  9875 
2'8979  8403 
3-8309  4254 
4*7478  5508 

5*6489  9762 
6*5346  4130 
7*4050  5297 
8*2604  9432 
9*1012  2291 

9*9274  9181 
10*7395  4969 
11*5376  4097 
12*3220  0587 
13*0928  8046 

13*8504  9677 
14*5950  8282 
15*3268  6272 
16*0460  5673 
16*7528  8130 

17*4475  4919 
18*1302  6948 
18*8012  4764 
19*4606  8565 
20*1087  8196 

20-7457  3166 
21*3717  2644 
21*9869  5474 
22-5916  0171 
23*1858  4934 

23*7698  76nO 
24*3438  5897 
24*9079  6951 
25*4623  7789 
26-0072  5100 

26*o427  5283 
27*0690  4455 
27*5862  8457 
28*0946  2857 
28*5942  2955 

29*0852  3789 
29*5678  0136 
30*0420  6522 
30*5081  7221 
30*9662  6261 

31*4164  7431 
31*8589  4281 
32-2938  0129 
32*7211  8063 
33T412  0946 


0*9803  9216 
1*9415  6094 
2*8838  8327 
3*8077  2870 
4*7134  5951 

5*6014  30S9 
6*4719  9107 
7*3254  8144 
8*1622  3671 
8*9825  8501 

9*7868  4805 
10*5753  4122 
11*3483  7375 
12*1062  4877 
12*8492  6350 

13*5777  0931 
14*2918  7188 
14*9920  3125 
15*6784  6201 
16*3514  3334 

17  0112  0916 
17*6580  4820 
18*2922  0412 
18*9139  25^  0 

19  5234  5647 

20  1210  3576 
20*7068  9780 
21*2812  7236 
21-8443  8466 
22*3964  5555 

22*9377  0152 
23*4683  3482 
23-9885  6355 
24*4985  9172 
24*9986  1933 

25-4888  4248 
25*9694  5341 
26*4406  4060 
26*9025  8883 
27*3554  7924 

27*7994  8945 
28*2347  9358 
28*6615  6233 
29*0799  6307 
29*4901  5987 

29*8923  1360 
30*2865  8190 
30*6731  1957 
31*0520  7801 
31*4236  05^9 


0*9708  7379 
1*9134  6970 
2*8286  1135 
3-7170  9840 
4 5797  0719 

5*4171  9144 
6-2302  8296 
7*0196  9219 
7*7861  0892 
8*5302  0284 

9*2526  2411 
9*9540  0399 
10*6349  5533 
11-2960  7314 
11*9379  3509 

12*5611  0203 
13*1661  1847 
13*7535  1308 
14*3237  9911 
14*8774  7486 

15*4150  2414 
15*9369  1664 
16*4136  0839 

16- 9355  4212 

17- 4131  4769 

17-8768  4242 
18*3270  3147 
18*7641  0823 
19*1884  5459 
19*6004  4135 

20*0004  2849 
20*3887  6553 
20*7657  9178 
21*1318  3668 
21*4872  2007 

21*8322  5250 
22*1672  3544 
22*4'>24  6150 
22'8'»82  1513 
23*1147  7197 

23*4123  9997 
23*7013  bOCm 
23*9819  0213 
24*2542  7392 
24  5187  1254 

24*7754  4907 
25-0247  0783 
25*2667  0664 
25*5016  5693 
25*7*197  6401 


0- 9661  8357 

1- 8996  9428 
2*8016  3698 

3- 6730  7921 

4- 5150  5238 

5*3285  5302 
6 1145  4398 
6*8739  5554 
7*6076  8651 
8*3166  0532 

I 9*0015  5104 
9*6633  3433 
10*3027  3849 
10*9205  2028 
11-5174  1090 

12*0941  1681 
12*6513  2059 
13*1896  8173 
13*7098  3742 
14*2124  0330 

14*6979  7420 
15*1671  2484 
15*6204  1047 
16*0583  6760 
16*4815  1459 

16-8903  5226 
17*2853  6451 
17*6670  1885 
18*0357  6700 
18*3920  4541 

18*7362  7576 
19*0688  6547 
19*3902  0818 

19- 7006  8423 
20*0006  6110 

20- 2904  9381 
20*5705  2542 
20*8410  8736 

21- 1024  9987 
21*3550  7234 

21*5991  0371 
21*8348  8281 
22  0626  8870 
22*2827  9102 
22*4954  5026 

22*7009  1813 
22*8994  3780 
23*0912  4425 
23*2765  6450 
23*4556  1787 


I mm 


1 1 


Tabelle  IV  dekursiv. 


Termin 

03  O 
^ /4  /O 

o 

o 

All  0/ 
^ / 4 .0 

4V2°/o  i 

1 

0*9638  5542 

0*9615  3846 

0*9592  3261  ; 

0-9569  3780 

j 

o 

1*8928  7270 

1*8860  9467 

1*8793  5982  | 

1-8726  6775 

1 

3 

2*7883  1103 

2*7750  9103 

2-7619  7585 

2*7489  6435 

4 

3*6513  8413  1 

3*6298  9522 

3'6ü86  0993 

3-5875  2570 

5 

4*4832  6181  1 

4*4518  2233 

4-4207  2895  | 

4*3899  7674  | 

1 

6 

5*2850  7162 

5-2421  3686 

5*1997  4000  i 

5 1578  7248  j 

» 

1 

6 0579  0036 

6 0020  5167 

5*9469  9280 

5-8927  0094 

j 

8 

6*8027  9553 

6-T327  4487 

6*6637  8206 

6*5958  8607  ! 

9 

7*5207  0677 

7*4353  3161 

T*3513  4970 

7-2687  9050 

10 

8*2127  8725 

8- 1108  9578  j 

8*0108  870J 

♦ 

7*9127  1818  ! 

j 

11 

8-8797  9494 

8*7604  7671 

8*6435  3669 

8-5289  1692  ' 

1 

12 

9*5226  9392 

9*3850  7376 

9-2503  9491 

9-1185  8078 

I 

13 

10-1423  5558 

9*9856  4785 

9*8325  1310  1 

9*6828  5242  ' 

I 

14 

10*7396  1984 

10*5631  2293 

10  3908  99S6 

10-2228  252»  | 

1 

15 

11*3152  9623 

11*1183  8743 

10-9265  2265 

10-7395  4573 

t 

16 

11*8701  6504 

11*6522  9561 

11*4403  0949 

11*23401505 

17 

12*4049  7835 

12-1656  6885 

11*9331  5059 

11*7071  9143 

18 

12-9204  6106 

12-6592  9697 

12-4058  9985 

12-1599  918" 

1 

19 

13*4173  1187 

13  1339  3940 

1-2-8594  7636 

12*5932  9359 

20 

13*8962  0121 

13*5903  2634 

13-2943  6581 

13*0079  3645 

21 

14-3577  8719 

14*0291  5995 

13*7116  2188 

13-4047  2388  1 

22 

14*8026  8^45 

14*4511  1533 

14*1118  6751 

13-7844  2476  ! 

23 

15-2315  0501 

14*8568  4167 

14*4957  9617 

14-1477  7489  I 

OJ. 

15*6448  2411 

15-2469  6:il4 

14-H640  7307 

14*4954  7837 

i 

16-0432  0396 

15*6220  7994 

15*2173  3627 

14*8282  0896 

1 26 

16*4271  8454 

15*9827  691^ 

15*5561  9787 

15*1466  1145 

1 27 

16*7972  8630 

I6*3‘i95  8575 

15*8812  4496 

15*4513  0282 

' 28 

17*1540  1089 

16*0630  6322 

16*1930  4072 

15*7428  7351 

i 29 

17-4978  4183 

16-9837  1463 

16*4921  2539 

16*0218  8853 

i 30 

1 

17*8292  4513 

17*2920  3330 

16*77901717 

1 16*2888  8854 

1 

, 31 

18  1486  7001 

17-5884  9356 

17-0542  1311 

16-5443  9095  | 

1 32 

18-4565  4941 

17*8735  5150 

17-3181  9003 

16-7888  9086  | 

: 33 

18*7533  0063 

18*1476  4567 

17*5714  0531 

17*022»  6207 

: 34 

19*0393  2591 

18*4111  9776 

17-8142  9766 

17*2467  5796 

1 35 

19*3150  1293 

18*6646  1323 

18*0472  8792 

17*4610  1240  1 

i 36 

19*5807  3535 

' 18*9082  8195 

18-2707  7978 

17-6660  4058  j 

1 

37 

19-83KS  5385 

. 19*1425  788i) 

18-4851  6046 

17-8622  3979 

38 

20*0837  1407 

19*3678  6423 

18*6908  0140 

18  0199  9023 

39 

20*3216  5212 

19*5844  8484 

18*8880  55<90 

18*2296  5572 

40 

20’55ü9  8999 

19*7927  7388 

19  0772  7472 

18*4015  8442 

41 

20-7720  3855 

i 19*9930  5181 

19-2587  7671 

18-5661  0949 

42 

20*9850  9739 

1 ->0-1856  2674 

19  4328  793  t 

18-7235  4975 

43 

21  1904  5532 

20*3707  9494 

1 19*5998  8426 

18SU2  1029 

44 

21*3883  9067 

1 20*5488  412!' 

19*7600  8082 

19*0183  8305 

45 

21*5791  7173 

1 20*7200  3970 

19*9137  4659 

19  1563  4742 

i 46 

21*7630  57'  9 

1 20*8846  5356 

20*0611  4781 

19*2883  7074 

• 47 

21-9402  9599 

1 21*0429  3012 

20*2025  3987 

19-4147  0881 

48 

22*1111  2867 

! 21-1951  3088 

20-3381  677  1 

19*5356  0654 

49 

22-2757  8666 

21-3414  7200 

20*4682  6642 

19-6512  9813  ■ 

I 50 

22*4344  9317 

21*4821  8462 

20-5930  6131 

19*7620  0778 

1 


12 


Tabelle  I antizipativ. 


Termin 

01/0/  2^ 
^ /4  /O  ' 

01/0/  S) 

0 I2  0 ^ 

40/  4) 

H-  10  f 

1 

1*0204  0816 

1*0230  1790 

1*0362  6943 

1*0416  6667 

0 

0m 

1-0412  3282 

1*0465  6563 

1*0738  5433 

1-0850  6944 

3 

1*0624  8247 

1-0706  5538 

1*1128  0242 

1*1302  8067 

4 

1*0841  6578 

1*0952  9962 

1*1531  6313 

1*1773  7570 

5 

1-1062  9162 

1*1205  1112 

1*1949  8769 

1*2264  3302 

6 

1*1288  6900 

1 1463  0293 

1*2383  2922 

1*2775  3440 

7 

1 1519  0714 

1-1726  8842 

1-2832  4271 

1 3307  6500 

8 

1*1754  1545 

1*1996  8125 

1*3297  8519 

1*3862  1354 

9 

1*1994  0352 

1-2272  9540 

1-3780  1575 

1-4439  7243 

10 

1-2238  8114 

1-2555  4516 

1*4279  9559 

1*5041  3795 

11 

1*2488  5831 

1-2844  4518 

1*4797  8818 

1*5668  1037 

12 

1 2743  4521 

1*3140  1041 

1*5334  5925 

1*6320  9413 

13 

1*3003  5226 

1*3442  5618 

1*5890  7694 

1-7000  9805 

14 

1*3268  9006 

1-3751  9814 

1*64671186 

1*7709  3547 

15 

1-3539  6945 

1-4068  5231 

1*7064  3716 

1-8447  2445 

16 

1-3816  0148 

1-4392  3510 

1*7683  2866 

1*9215  8797 

17 

1*4097  9743 

1*4723  6328 

1-8324  6494 

2*0016  5414 

18 

1*4385  6880 

1*5062  5399 

1-8989  2739 

2 0850  5639 

19 

1-4679  2735 

1-5409  2480 

1-9678  0041 

2*1719  3374 

20 

1-4978  8505 

1*5763  9366 

2*0391  7141 

2*2624  3098 

21 

T5284  5413 

1*6126  7893 

2 1 131  3099 

2-3566  9894 

22 

1-5596  4707 

1*6497  9942 

2*1897  7305 

2-4548  9473 

23 

1-5914  7661 

1*6877  7434 

2*2691  9487 

2*5571  8201 

24 

1 *6239  5572 

1-7266  2337 

2*3514  9727 

2-6637  3126 

25 

1-6570  9767 

1-7663  6662 

2-4367  8474 

2-7747  2006 

26 

1-6909  1599 

1*8070  2467 

2*5251  6553 

2-8903  3340 

27 

1-7254  2448 

1-8486  1859 

2*6167  5185 

3*0107  6395 

28 

1*7606  8723 

1-8911  6991 

2-7116  5995 

3*1362  1245 

29 

1-7965  6860 

1*9347  0068 

2*8100  1031 

3-2668  8797 

30 

1*8332  332  0 

1*0792  3343 

2*9119  2778 

3*4030  0830 

31 

1-8706  4619 

2-0247  9123 

3-0175  4174 

3*5448  0032 

32 

1-9088  2264 

20713  9768 

3-1269  8626 

3*6925  0033 

33 

1-9477  78äl 

2*1190  7691 

3-2404  0027 

3*8463  5451 

34 

1*9875  2878 

2*1678  5362 

3*3579  2774 

4*0066  1928 

35 

2*0280  9059 

2*2177  5306 

3*4797  1787 

4*1735  6175 

36 

2-0694  8020 

2-2688  0109 

3*6059  2525 

4*3474  6016 

37 

2-1117  1449 

2*3210  2413 

3*7367  1010 

4-5286  0433 

38 

2*1548  1070 

2-3744  4924 

3-8722  3845 

4-7172  9618 

39 

2*1987  «643 

2-4291  0408 

4 0126  8233 

4-9138  5019 

40 

2-2436  5962 

2-4850  1696 

4- 1582  2003 

5*1185  9394 

41 

2-2894  4859 

2-5422  1684 

4*3090  3630 

5*3318  6869 

42 

2-3361  7203 

2*6007  3334 

4*4653  2259 

5*5540  2989 

43 

2*3838  4902 

2-6605  9677 

4*6272  7730 

5*7854  4780 

4 t 

2*4324  9900 

2-7218  3813 

4 7951  0601 

6 0265  0812 

45 

2*4821  4183 

2-7844  8913 

4*9690  2177 

6-2776  1263 

46 

2-5327  9779 

2*8485  8223 

5*1492  4536 

6-5391  7982 

47 

2*5844  8754 

2*91415062 

5*3360  0555 

6-8116  4565  * 

48 

2*6372  3218 

2-9812  2826 

5-5295  3943 

7-0954  6422 

49 

2*6910  5325 

2-0498  4988 

5*7300  9268 

7*3911  0866 

50 

2-7459  7270 

2*1200  5103 

5*9379  1987 

7*6990  7141 

*)  Identisch  mit  dekursiv.  Identisch  mit  3*2*'  0/  dekursiv. 

" « 2*1**^,%  , . . 4>v>V  • . 


Tabelle  II  antizipativ. 


Termin 


20  f 

iO 


2\!  O i 
4/0 


31  O / 

/ 2 i O 


40 
^ o 


u;« 


098 
0-9604 
0*9411  92 
0 9223  6816 
0*9039  2080 


0'9776 
0*9555  0625 
0*9340  0736 
0 9129  9219 
0-8924  4987 


0 965 
0*9312  25 
0-8986  3213 
0-8671  8000 
0*8368  2870 


0-96 
0*9216 
0-8847  36 
0-8493  4656 
0-8153  7270 


0 8858  4238 
0-8681  2553 
0*8507  6302 
0*8337  4776 
0*8170  7281 


0*8723  6975 
0*8527  4143 
0*8335  5475 
0*8147  9976 
0*7964  6677 


0-8075  3970 
0-7792  7581 
0*7520  0115 
0*7256  8111 
0*7002  8227 


0*7827  5779 
0*7514  4748 
0-7213  8958 
0-6925  3400 
0-6648  3264 


0-8007  3135 
0*7847  1672 
0*7690  2239 
0*7536  4194 
0*7385  6910 


0*7785  4627 
0*7610  2898 
0*7439  0582 
0*7271  6794 
0*7108  0666 


0-6757  7239 
0*6521  2036 
0*6292  9615 
0-6072  707« 
0*58601631 


0*6382  3933 
0*6127  0976 
0-5882  0137 
0-5646  7331 
0*5420  8638 


0-7237  9772 
0*7093  2177 
0'6951  3533 
0*6812  3262 
0*6676  0797 


0*69481351 
0-6791  8021 
0*6638  9866 
0*6489  6094 
0-6343  5931 


0*5655  0573 
0-5457  1303 
0-5266  1308 
0*5081  8162 
0*4903  9526 


0*5204  0292 
0*4995  8681 
0*4796  0334 
0*4604  1920 
0*4420  0243 


0*6542  5581 
0-6411  7070 
0*6283  472S 
0*6157  8034 
0*6034  6473 


0-6200  8623 
0-6061  8429 
0-5824  9627 
0*5791  6510 
0*5661  3389 


0-4732  3143 
0*4566  6833 
0*4406  8494 
0*4252  6096 
0*4103  7683 


0*4243  2234 
0-4073  4944 
0-3910  5547 
0*3754  1325 
0*3603  9672 


0-5913  9544 
0*5795  6753 
0*5679  7618 
0*5566  1665 
0*5454  8432 


0*5533  9588 
0 5409  4447 
0-5287  7322 
0-5168  7582 
0*5052  4611 


0*3960  1364 
0-3821  5316 
0*3687  7780 
0-3558  7058 

0*3434  1511 


0*3459  8085 
0*3321  4161 
0*3188  5595 
0*3061  0171 
0*2938  5764 


0*5345  7403 
0*5238  8314 
0*5134  0548 
0*5031  3737 
0-4930  7462 


0*4938  7808 
0*4827  6582 
0*4719  0359 
0-4612  8576 
0*4509  0683 


0*3313  9558 
0 3197  9674 
0*3086  ('385 
0-2978  0272 
0-2873  796j 


0-2821  0334 
0*2708  1920 
0-2599  8644 
0-2495  8698 
0-2396  0350 


0-4832  1313 
0 4735  4887 
0*4640  7789 
0*4547  9633 
0*4457  0040 


0*4407  6142 
0-4308  4429 
0-4211  C030 
0-4116  7441 
0-4024  1174 


0-2773  2133 
0-2676  1509 
0-2582  4856 
0-2492  0986 
0-2404  8751 


0*2300  1936 
0-2208  1858 
0-2119  8584 
0-2035  0641 
0 1953  6615 


0-4367  8640 
0*4280  5067 
0 4194  8965 
0*4110  9986 
0*4028  7786 


0-3933  5748 
0*3845  0693 
0*3758  5553 
0*3673  9878 
0*3591  3231 


0*2320  7045 
0*2239  4799 
0-2161  0981 
0 2085  4596 
0-2012  4685 


0 1875  5151 
0*1800  4946 
0*1728  4747 
0-1659  3357 
0*1592  9623 


0*3948  2031 
0*3869  2390 
0*3791  8542 
O-37160171 
0^3641  6968 


0-3510  5183 
0*3431  5316 
0-3354  3222 
0*3278  8499 
0*3205  0758 


0-1942  0321 
0*1847  0610 
0 1808  4689 
0 1745  1725 
0*1684  0914 


0*1529  2438 
0*1468  0740 
0-1409  3511 
0*1352  9770 
0 1298  8579 


u 


~7 


i 


Tabelle  lil  antizipativ. 


Termin 

QO/  1) 

0 ' I 

01/0/ 

^ ;'4  io  ' 

01/0/  3) 

o 2 /O  ' 

1 

i 

0 

0 

1 

r0204  0816 

1*0230  1790 

1 U362  6943  | 

1*0416  6667 

o 

0m 

2-0(516  4098 

2*0695  8353 

2 1101  2376 

2*1267  3611 

3 

3-1241  2345 

3*1402  3891 

3 2229  2618 

3*2570  1678 

4 

4-2082  8924 

4-2355  3852 

4 3760  8930 

4*4343  9248 

I ^ 

5-3145  8085 

5-3560  4964 

5 5710  7700 

5-6608  2550 

' 6 

6-4434  4985 

6*5023  5257 

6 8094  0622 

6*9383  5990 

i 

7'5953  5699 

7*6750  4100 

8 0926  4893  ' 

8-2691  2489 

8 

8-7707  7244 

8-8747  2225 

9 4224  3412 

9 6553  3843 

9 

9-9701  7596 

10-1020  1764 

10  8004  4987 

11-0993  1087 

1 10 

11-1940  5710 

11-3575  6281 

12  2284  4546  i 

12*6034  4882 

11 

12-4429  1541 

12-6420  0799 

13  7082  3364  ‘ 

14-1702  5919 

12 

13  7172  6062 

13-9560  1840 

15  2416  9289 

15-8023  5332 

13 

15-0176  1288 

15*3002  7458 

16  8307  6983 

17-5024  5137 

14 

16-3445  0294 

16-6754  7272 

18  4774  8169 

19*2733  8685 

15 

17*6984  7239 

18-0823  2503 

201839  1885 

21*1181  1130 

16 

19-0800  7386 

19-5215  6013 

21  9522  4751 

23*0396  9927 

17 

20*4898  7129 

20*9939  2341 

23  7847  1245 

25*0413  5341 

18 

21-9284  4009 

22-5001  7740 

25-6836  3984 

27*1264  0980 

19 

23*3963  6744 

24-0411  0220 

27*6514  4025 

29*2983  4354 

20 

24-8942  5249 

25*6174  9586 

29-6906  1166 

31*5607  7452 

21 

26’4227  0662 

27-2301  7479 

31-8037  4265 

33*9174  7346 

22 

27*9823  5369 

28*8799  7421 

33-9935  1570 

36*3723  6819 

1 23 

29-5738  3030 

30-5677  4855 

36-2627  1057 

38-9295  5019 

' 24 

31*1977  8602 

32-2943  7192 

38-6142  0785 

41-5932  8145 

5»  25 

32-8548  8370 

34-0607  3854 

41-0509  9259 

44-3680  0151 

1 

34*5457  9969 

35*8677  6321 

43-5761  5812 

47*2583  3491 

27 

36*2712  2417 

37*7163  8180 

46-1929  0097 

50*2690  9886 

1 28 

38*0318  6140 

39*6(J75  5171 

48  9045  6992 

53*4053  1132 

i 29 

39*8284  3000 

41*5422  5239 

51-7145  8023 

56*6721  9929 

30 

41*6616  6327 

43*5214  8582 

54-6265  0801 

60-0752  0759 

31 

43-5323  0945 

45-5462  7706 

57*6440  4975 

63*6200  0791 

32 

45-4411  3210 

47  6176  7474 

60*7710  3601 

67*3125  0824 

33 

47-3889  1030 

49-7367  5165 

64-0114  3628 

71-1588  6275 

34 

49-3764  3908 

51*9046  0527 

67*3693  6402 

75*1654  8203 

35 

51*4045  2968 

54*1223  5833 

70-8490  8189 

79*3390  4378 

36 

53-4740  0988 

56-3911  5942 

74*4550  0714 

83*6865  0394 

37 

55-5857  2436 

58-7121  8355 

78*1917  1724 

88*2151  0827 

38 

57*7405  3506 

61-0866  3278 

82-0639  5569 

92*9324  0444 

39 

59*9393  2149 

63-5157  3686 

86*0766  3802 

97*8462  5463 

40 

62*1829  8112 

66*0007  5383 

90-2348  5805 

' 102*9648  4857 

41 

64*4724  2971 

68-5429  7067 

' 94*5438  9435 

108-2967  1726 

42 

66*8086  0175 

71  1437  0401 

' 99-0092  1695 

' 113-8507  4716 

43 

69*1924  5076 

73*8043  0077 

1 103-6364  9424 

119*6361  9495 

44 

71*6249  4976 

76*5261  3890 

108*4316  0025 

125-6627  0307 

45 

74-1070  9159 

! 79-3106  2803 

113-4006  2202 

; 131*9403  1570 

46 

76-6398  8938 

82-1592  1026 

1 118*5498  6738 

138*4794  9552 

47 

79-2243  7691 

85-0733  6088 

123*8858  7293 

145*29114117 

48 

81-8616  0910 

88*0545  8913 

129*4154  1237 

152-3866  0538 

49 

84-5526  6234 

91-1044  3901 

135*1455  0504 

159*7777  1394 

50 

87-2986  3504 

94*2244  9004 

; 141*0834  2492 

167-4767  8536 

')  Identisch  mit  dekursiv. 

Identisch  mit  3i2i/,^;jO/  deknrsiv. 

4 

m 

S n 6*^/1» 
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Tabelle  IV  antizipativ. 


Termin 

! 

^ /o  1 

ni  / 0 / 

^ /4  io 

'5/2/0  i 

^ / 0 1 

1 

1 

0-98 

0-9775 

0*965 

0*90 

2 

1*9404 

1*9330  0625 

1-8962  25 

1*8816 

3 

2-8815  92 

2-8670  1361 

2*7948  5713 

2*7663  36 

4 

3-8039  6016 

3*7800  0580 

3-6620  3713  1 

3-6156  8256  | 

5 

4-7078  8096 

4-6724  5567 

4*4988  6583 

4-4310  5526  , 

6 

5-5937  2334  ’ 

5*5448  2542 

5*3064  0552 

5*2138  1305 

7 

6*4618  4887 

6*3975  6685 

6*0856  8133  I 

5*9652  6053 

8 

7-31261189 

7 2311  2159 

6*8376  8248 

6*6866  5010  | 

9 

8*1463  5966 

80459  2136 

7*5633  6360 

7*3791 8410  ' 

10 

8-9634  3246 

8-8423  8813 

8-2636  4587 

8*0440  1674  1 

1 

11 

9*7641  6381 

9*6209  3439 

8-9394  1826 

8*6822  5607 

12 

10*5488  8054 

10-3819  6337 

9*5915  3S63 

9*2949  6582 

13 

11-3179  0293 

11*1258  6919 

10*2208  3477 

9 8831  6719 

14 

12-0716  4487 

11-8530  3714 

10-8281  0556 

10-4478  4050 

15 

12*8101  1397 

12*5638  4380 

11*4141  2186 

10-9899  2688 

16 

13*5339  1169 

13*2586  5732 

11*9796  2760 

11-5103  2981 

17 

14-2432  3346 

13*9378  3753 

12*5253  4063 

120099  1662 

18 

14*9383  6879 

14*6017  3618 

13*0519  5371 

12  4895  1995 

19 

15*6196  0141 

15*2506  9712 

13-5601  3533 

12*9499  3915 

20 

16*2872  0938 

15*8850  6643 

14-0505  3059 

13*3919  4159 

21 

16-9414  6520 

16*5051  4266 

14-5237  6202 

13*8162  6392 

22 

17-5826  3589 

17*1112  7695 

14*9804  3035 

14*2236  1337 

23 

18*2109  8317 

17*7037  7322 

15*4211  1529 

14*6146  6883 

24 

18-8267  6351 

18*2829  3832 

15*8463  7625 

14-9900  8208 

25 

19-4302  2824 

18*8490  7221 

16-2567  5308 

15-3504  78St) 

26 

20  0216  2368 

19-4024  6809 

16*6527  6673 

15*6964  5964 

27 

20*6011  9120 

19*9434  1256 

17*0349  1989 

16-0286  0126 

28 

21*1691  6738 

20*4721  8577 

17*4036  9769 

16-3474  5721 

29 

21*7257  8403 

20*9890  6159 

17*7595  6828 

16*6535  5892 

30 

22-2712  6835 

21-4943  0771 

18-1029  8339 

16*9474  1656 

31 

22-8058  4298 

21-9881  8578 

18*4343  7897 

17*2295  1990 

32 

23-3297  2612 

22-4709  5160 

18-7541  7570 

17-5003  3910 

33 

23*8431  3160 

22-9428  5519 

19*0627  7955 

17  7603  2554 

34 

24*3462  6897 

23-4041  4095 

19-3605  8227 

18  0099  1252 

35 

24*8393  4359 

23*8550  4778 

19*6479  6189 

18*2495  1602  j 

36 

25-3225  5672 

24*2958  0920 

19*9252  8322 

18*4795  3538 

37 

25-7961  0558 

2.4-7266  5350 

20*1928  9831 

18-7003  5396 

38 

26  2601  8347 

25*1478  0379 

20*4511  4687 

18-9123  3980 

39 

26*7149  7980 

25*5594  7821 

20*7003  5673 

19*1158  4621 

40 

27-1606  8021 

25*9618  8995 

20*9408  4424 

19*3112  1236 

41 

27*5974  6660 

26-3552  4742 

21-1729  1470 

19-4987  6387  ' 

42 

28*0255  1727 

26-7397  5436 

21*3968  6268 

19*6788  1331 

43 

28*4450  0692 

27*1156  0988 

21*6129  7249 

19*8516  6078 

44 

28*8561  0679 

27  4830  0866 

21*8215  1845 

20-0175  9435 

45 

29*2589  8465 

27-8421  4097 

22.0227  6530 

20*1768  9058 

46 

29*6538  0496 

28-1931  9280 

22*2169  6852 

20*3298  1495 

47 

30-0407  2886 

28-5363  4596 

22*4043  7462 

20  4766  2235 

48 

30*4199  1428 

28*8717  7817 

22*5852.2151 

20-6175  5746 

49 

30*7915  1600 

29*1996  6316 

22*7597  3876 

20-7528  5516 

i 60 

31-1556  8568 

29*5201  7074 

22-9281  4790 

20*8827  4096 

i, 


1 


Sterbliehkeits-Tafeln. 


Zeichen-Erklärung. 


= Alter, 


Anzahl  der  Lebenden  im  Alter  von  x Jahren, 

= Anzahl  der  Sterbefälle  zwischen  den  Altern  x und  x -\-  1, 

= — = r * . tx  = diskontierte  Zahl  der  Lebenden  (vom  Alter  a;). 


Nx 

= Dx 

'1-  1 H 

- .f^x  + 2 + 

Sx 

- Nx- 

“(“  Nx  -h  1 ~r 

- Nx  -f  a -r 

Cx 


J + L t/x  = diskontierte  Zahl  der  Toten  (vom  Altera-), 

Cx  H“  Cx  + 1 "L  (?x  + 2 + ... 

Barwert  der  an  eine  a;-jährige  Person  lebenslänglich  im  vor- 
hinein zahlbaren  Leibrente  1. 


Hx»/  = Barwert  der,  solange  beide  Personen  im  Alter  von  x und  y 
Jahren  leben,  jährlich  im  vorhinein  zahlbaren  Verbindungs- 

rente  1. 

V 

_r  — 1 j für  ;>  . . . . 0-Ü338  1643 

* “ V , _/>  = 4 0-0384  6154. 


Ludwig.  Politisclie  Arithmetik.  4.  Aufl. 


100  000 

42  315 

928  629 

1631 1744  , 

21*946 

99  646 

40739  : 

886  314  i 

1538  3115 

21*756 

99  289 

39  220  I 

845  575 

1419  6801 

21-560 

98  929 

37  757  i 

806  355 

1365  1226 

21-357 

98  562 

36  345  : 

768  598 

1284  4871 

21*148 

98  188 

34  982 

732  253 

1207  6273 

20-932 

97  805 

33  668 

697  271 

1 1 34  4020 

20*710 

97  412 

32  398 

663  603 

1064  6749 

20-483 

97  010 

31  174 

631  205 

998  3146 

20-248 

96  596 

29  991 

600  031  , 

935  1941 

20*007 

96  171 

28  849 

570  040 

875  1910 

19*759 

95  732 

27  746 

541  191  1 

818  1870 

19-505 

95  279 

26  681 

513  445 

764  0679 

19-244 

94  810 

25  652 

486  764  ' 

712  7234 

18-975 

94  321 

24  657 

461  112 

664  0470 

18-701 

93  811 

23  694 

436  465 

617  9358 

18-421 

93  277 

22  768 

412  761 

574  2903 

18-133 

92  751 

21  860 

389  993 

533  0142 

17-840 

92  120 

20  986 

368  133 

494  0149 

17-542 

91  490 

20  137 

347  147 

457  2016 

17-239 

90  821 

19  314 

327  010 

422  4869 

3 6-931 

90  108 

18  514 

307  696 

389  7859 

16-620 

89  349 

17  738 

289  182 

:;59  0163 

16-303 

88  539 

16  982 

271  444 

:i30  0981 

15-984 

87  678 

16  249 

254  462 

302  9537 

15-660 

86  766 

15  536 

238  213 

277  5075 

15*333 

85  799 

14  843 

222  677 

253  6862 

" 15-002 

84  775 

14  170 

207  834 

231  4185 

14-667 

83  695 

13  516 

193  664 

210  6351 

14-328 

82  558 

12  882 

180  148 

191  2687 

13-985 

81  353 

12  265 

167  266 

' 173  2539 

13-638 

80  078 

11  664 

155  001 

156  5278 

13-288 

78  729 

11  080 

143  337 

141  0-272 

12*937 

77  305 

10  512 

132  257 

126  6935 

12*582 

75  803 

9 958-8 

121  745-1 

U3  4677-5 

12*225 

74  220 

9 421-2 

' 111  786-3 

101  2932-4 

11*866 

72  555 

' 8 898-3 

1 102  365-1 

90  1146*1 

11-504 

70  798 

8 389-2 

9.3  466-8 

79  8781-0 

11-141 

69  946 

7 893-5 

85  077-6 

70  5314-2 

10-778 

66  999 

7 411-2 

77  184.1 

62  0236-6 

10-414 

(Männer  und  Frauen) 


3-1636 

1-0990 

0-19910 


4-4617 

1-2981 

0-19910 


5-9589 

1-4972 

0-19910 


1-4098 

1-1829 

1-0000 


la- 

N. 

Sx 

64  956 

6 942-2 

69  772-9 

543  052  5 

10*051 

62  796 

6 484  4 * 

62  830-7 

473  279-6 

9-6895 

60  520 

6 038*1  1 

56  346-3 

410  448  9 

9-3318 

58  128 

5 603-3 

50  308-2 

354  102-6 

8-9783 

55  624 

5 180*6 

44  704*9 

303  794-4 

8-6293 

53  012 

4 770-4  : 

39  524-3 

259  089-5 

8'2853 

50  298 

4 373-1 

34  753*9 

219  565-2 

7-9472 

47  491 

3 989*4  1 

30  380-8 

184  811-3 

7-6154 

44  603 

3 620-1  i 

26  391-4 

154  430*5 

7-2901 

41  618 

3 266-0 

22  771-3 

128  039-1 

6-9722 

38  657 

2 928-9 

19  505*3 

105  267-8 

6-6595 

35  648 

2 609-6 

16  576-4 

85  762-5 

6-3520 

32  640 

2 308*6 

13  966-8 

69  186-1 

6-0500 

29  654 

2 026*5 

11  658-2 

55  219'3 

5-7529 

26  714 

1 763*8 

9 631  7 

43  561-1  1 

1 

5*4607 

23  843 

1 521-0 

7 867*9 

I 

33  929-4 

5-1728 

21  065 

1 298-4 

6 346-9 

26  061-5 

4-8884 

18  376 

1 094*3 

5 048-5 

19  714-6 

4-6133 

15  806 

909-45 

3 954*16 

' 14  666  05 

4-3479 

13  384 

744  05 

3 044-71 

10  711-89 

40921 

11  137 

598-19 

2 300-66 

7 667-18 

3 8161 

9 088 

471-63 

1 702  47 

5 366-52 

3 6098 

7 256 

363-81 

1 230-84 

' 3 664-05 

3-3832 

5 653 

273-86 

867-03 

i 2 433*21 

3 1660 

4 285 

200-57 

593-17 

1 566-18 

2-9575 

3 149 

142-41 

392*60 

973-01 

2 7569 

2 237 

97  746 

1 250  193 

580-414 

2-5597 

1 521 

64-213 

152*447 

330-221 

2 3741 

985 

40-178 

88-234 

177-774 

2-1962 

602 

23-725 

48-056 

89  540 

2-0257 

345 

13-13: 

24-331 

41-484 

1-8520 

6-7326 

111943 

17-1532 

1-6621 

Sterblichkeits-Tafel  der 

Zinsfuß 


looooo 

99  324 
98  650 

7 97 


70  891-88 
68  031-55 
65  284*92 
62  647-54 
60  114  49 


1577  587*08 
1506  695-20 
1438  663-65 
1373  378  73 
1310  731*19 


17  543-53 
17  080*50 
16  634-46 
16  204'78 
15  790-25 


22  2534 
22-1470 
22-0367 
21-9223 
21-8039 


9o  96i> 
95  293 


57  681  12 
55  3l3-5fs 
53  097-62 
50  939-73 
48  866-03 


1250  616*70 
1192  935-58 
1137  592-00 
1084  494*38 
1033  554*65 


15  389-74 
15  002-77 
14  628*32 
14  266*01 
13  914-90 


21-6816 

21*5551 

21*4245 

21-2898 

21*1508 


91  219 
9 


89  187 
88  434 
87  726 


46  873-31 
44  958-01 
43  117*29 
41  348  26 
39  647-82 

38  013*41 
36  442*56 
34  932-51 
33  481*01 
32  085*51 


984  688-62 
937  815-31 
892  857-27 
849  739-9> 
808  391*71 

768  743-90 
730  730*49 
694  287-93 
659  355-42 
625  874-41 


13  574-67 
13  244-48 
12  924-05 
12  613-09 
12  310-90 

12  017-24 
11  731-87 
11  454-18 
11  183*97 
10  920-68 


21-0074  I 
20*8598  i 
20-7076  I 
20*5508  » 

20-3893  I 

20*2230  ' 

20*0516 
19-8751 
19-6934  ' 

19-5065 


86  292 
85  565 


84  089 
83  339 


30  743  98 
29  454*07 
28  213*92 
27  021*39 
25  874-76 


593  788-90 
563  044*92 
533  590*85 
505  376*93 
478  355-54 


10  664*16 
10  413-90 
10  169-780 
9 931*346 
9 698-489 


19*3140 

19*1160 

18-9123 

18-702S 

18-4873 


82  681 
81  814 
81  038 
80  253 
79  458 


24  772*39 
23  712-37 
22  693-20 
21  713-41 
20  771*31 


452  480-78 
427  708*39 
403  996*02 
381  302*82 
859  689-41 


9 471-107 
9 248*8(r5 
9 031  500 
8 819-109 
8 611-286 


18*2655 
18  0374 
17-8025 
17*5607 
173118 


78  653 
77  838 
77  012 
76  173 
75  316 


19  865*58 
18  994-91 
18  157*82 
17  352-06 

16  577  23 


338  818-10 
318  952  52 
299  957-61 
281  799-79 
264  417*13 


8 407*966 
8 209-080 
8 014-327 
7 823*197 
7 634  570 


17*0555 
16*7915 
16  5195 
16*2396 
15-9524 


74  435 
73  526 
72  582 
71  601 
70  580 


909 

944 

981 

1021 

1063 


15  829*29 
15  107  23 
14  408*90 
13  733*53 
13  079-90 


247  769-90 
232  040-61 
216  933*38 
202  524*42 
188  790*89 


7 447*217 
7 260*447 
7 073*044 
6 884*882 
6 695*670 


15*65?' 9 
15*3596 
15  0554 
14*7467 
14*4337 


69  51 
68  40 
67  253 
66  046 
64  785 


1108 

1156 

1207 

1261 

1316 


12  447*25 
11  834*6.> 
11  241*22 
10  666-16 
10  108*71 


175  710*99 
163  263*74 
151  429*09 
140  187*8: 
129  521  71 


6 505*336 
0 313‘654 
6 120*430 
5 925  505 

5 72S-U5 


14*1164 

13*7954 

13*4709 

13*1432 

12*8129 


17  englischen  Gesellschaften 

3Va7o. 


5530-348 

5330*065 

5127*970 

4924*416 

4719*336 


12*4798 

12*1447 

11*8078 

11-4692 

11*1293 


119  412*995 
109  844*527 
100  799*912 
92  263-249 
84  218*820 


9568*468 

9044*615 

8536*663 

8044*429 

7567*316 


63  469 
62  094 
60  658 
59  161 
57  6O0 


4512-814 

4304*568 

1094*833 

3883-718 

3671*667 


10*7885 

10*4481 

101084 

9’77<'4 

9*4343 


7104*894 

6656*386 

6221*555 

5800*050 

5391-862 


76  651*504 
09  546-610 
62  890*224 
56  668-669 
50  868*619 


55  973 
54  275 
52  605 
50  661 
48  744 


45  476-757 
40  479*910 
35  864-860 
31  618*183 
27  726*316 


3458*985 
3246  164 
3033*855 
2822*653 
2613*470 


9 1011 
8*7713 
8 4454 
8*1242 
7*8079 


4996-847 

4015*050 

4240-677 

3891*867 

3551*075 


2061 

2128 

•2191 

2240 

2291 


46  754 
44  093 
42  565 
40  374 
38128 


7*4966 

7*1909 

6-8910 

6*5973 

6*3099 


3224:833 

2913*464 

2617*449 

2337-231 

2073-286 


24  175*241 
20  950-408 
18  036*944 
15  419*495 
13  082*264 


2407-312 

*2204*996 

2007-505 

1815-799 

1630*890 


35  837 
33  510 
31  159 
28  797 
26  439 


1825*958 

1595*622 

1382*596 

1186*937 

1008*673 


11  008*978 
9183*020 
7587*398 
6204-802 
5017*865 


1453*674 

1285-086 

1126*018 

977*1124 

><38-9868 


6-0292 
5 7551 
5-4878 
5*2276 
4*9747 


24  100 
21  797 
19  548 
17  369 
15  277 


4009-1923 

3161-3853 

2457*2601 

1879*9697 

1413*2255 


712*2304 
597  2184 
494*1946 
403*1703 
323*8408 


4*7289 
4*4898 
4 2565 
4-0278 
3*8028 


847*8070 

704*1252 

577-2904 

466-7442 

371*6310 


1 3 290 
U 424 
9 694 
8 112 
6 685 


290  9572 
223*4622 
167*8707 
122-9050 
87-24786 


255-7342 

198*0782 

150*0436 

110-75460 

79-25366 


1041*5945 

750-6373 

527*1751 

359*3044 

236-39939 


3*5799 

3*3591 

3*1404 

2*9234 

2*7095 


5 417 

4 306 
3 348 
2 537 
l 864 


59*65039 

38*97562 

24*06371 

13*82761 

7-251451 


149*15153 

89*50114 

50-52552 

26*46181 

12*634204 


54-60661 

35-94900 

22-35512 

12-932770 

6-824206 


1 319 
802 
570 
339 

184 


3*206858 

1-293794 

0*4406990 

0*1316067 

0*03206011 


3-388884 

1*361219 

0*4620931 

0*1373744 

0*03318221 


5-382753 

1*993869 

0*6326497 

0*1705566 

003318221 


1*5884 

1-4648 

1-3691 

1-2415 

1-0000 


Barwerte  der  Verbindungsrente  „1”  (axy)  nach 

Zinsfuß 


Alter 
i er  jün- 

Altersdifferenz in  Jahren  i 

1 

1 

geren 

^erson 

0 

1 

2 

3 

21 

17-770 

17*692 

17-610 

17*522 

22 

17-616 

17*536 

17-451 

17*360 

23 

17-457 

17*374 

17-287 

17-194 

24 

17-294 

17*209 

17-118 

17-023 

25 

17-126 

17-038 

16-945 

16-847 

26 

16-953 

16-862 

16*767 

1 6’665 

27 

16-774 

16*681 

16*583 

16-479 

28 

16-591 

16-496 

16*391 

16-287 

29 

16-403 

16-304 

16-200 

16-090 

30 

16-209 

16-108 

16-001 

15-887 

31 

16010 

15-906 

15-796 

15-679 

32 

15-805 

15*699 

15*586 

15*465 

33 

15’595 

15-485 

15*369 

15-245 

34 

15-379 

15*266 

15*146 

15-019  1 

35 

15-157 

15*041 

14-917 

14-786  1 

i 

36 

14-928 

14-809 

14*682 

14*546  ; 

37 

14-693 

14-570 

14-439 

14-299 

• f 

38 

14-451 

14*324 

14*190 

14-045  I 

39 

14-202 

14*071 

13-932 

13-783 

40 

13-945 

13*810 

13-667 

13-513 

41 

13*680 

13-541 

13*393 

13*236  ' 

42 

13-407 

13*264 

13*112 

12*951  i 

43 

13*126 

12-979 

12-824 

12*660  j 

44 

12*837 

12*688 

12-530 

12*364  I 

45 

12-543 

12*391 

12-232 

12  064  I 

46 

12-245 

12  091 

11*929 

11*761  I 

47 

11-943 

n-788 

11*625 

11-455 

48 

11-638 

11-482 

11-318 

11*147  i 

49 

11-331 

11-174 

11*010 

10*837  1 

50 

11023 

10*864 

10*699 

10-526 

51 

10-712 

10-553 

10-388 

10*214  ! 

52 

10*401 

10*241 

10076 

9-9016 

53 

10  089 

9*9290 

9-7635 

9-5893 

54 

9*7764 

9*6168 

9-4515 

9*2775 

55 

9*4641 

9-3048 

9-1401 

8-9661 

56 

9*1526 

8*9938 

8-8295 

8*6559 

57 

8*8422 

8*6838 

8-5201 

8-3473 

58 

8-5327 

8-3750 

8-2124 

8*0407 

59 

8-2246 

8-0678 

7*9069 

7*7370 

6o 

7*9185 

7-7633 

7-6044 

7*4366 

61 

7-6157 

7*4624 

7-3060 

7*1405 

62 

7-3167 

7*1658 

7*0120 

6-8493 

63 

7*0221 

6*8739 

6-7234 

6-5638 

64 

6*7331 

6-5876 

6-4406 

6*2842 

65 

6-4496 

6-3073 

6*1642 

6-0113 

: 66 

6-1725 

6-0337 

5-894(' 

5*7455 

67 

5-9022 

5*7672 

5*6329 

5-4869 

68 

5*6394 

5*5082 

5-378I 

5-2359 

69 

5*3842 

5-2567 

5*1318 

4-9927 

70 

5*1364 

5-0128 

4-8931 

4-7572  1 

4 

i 


3'WU. 


Altersdifferenz  in  Jahren 

Alter 
der  jün- 
geren 
Person 

4 

5 1 

1 

10 

1 

15 

1 17-430 

17-332 

16*763 

16*039 

21 

17-265 

17-165  i 

16*578 

15*832 

17-096 

16-993  i 

16-388 

15  618 

23 

16-922 

16*815  , 

16  192  1 

15*397 

24 

16-743 

16*633  1 

15-991  1 

15*170 

25 

■ 16-558 

16-445  i 

15-784  ; 

14-935 

26 

' 16*369 

16*252  1 

15-571  ! 

14*694 

27 

' 16-174 

16-054  i 

15-351  ^ 

14-445 

28 

: 15*973 

15*850 

15*125 

14*189 

29 

1 15-767 

15*641 

14*892 

13  927 

30 

16*656  ! 

15*425 

14*652 

13*660 

31 

15*338  1 

15*203 

14-405 

13*389 

32 

1 

15-114 

14*975 

14-151 

13-113 

33 

14-884 

14-740 

13-890 

12-832 

34 

14*647 

14-499 

13*623 

12-548 

35 

14-403 

14*250  ' 

13*350 

12-260 

36 

14-151 

13-993  1 

13*073 

11  967 

37 

13-892 

13-729 

12*791 

11-672 

38 

13-625 

13*458 

12*504 

11-373 

39 

13-351 

13*180 

12*212 

11-071 

40 

13-070 

12*896 

11*916 

10*766 

41 

12-782 

12-606 

11*615 

10*458 

42 

12-489 

12*311 

11-311 

10*147 

43 

12-192 

12-012 

11*003 

9-8344 

44 

11*890 

11-708 

10*693 

9-5207 

45 

11*585 

11-402 

10*381 

9*2073 

46 

11-278 

11-093 

10*069 

8-8951 

47 

10*969 

10*783 

9-7558 

8*5849 

48 

10-658 

10-472 

9-4425 

8-2772 

49 

10*346 

10*160 

9-1294 

7*9725 

50 

10*034 

, 9-8474 

8*8177 

7-6716 

51 

9*7216 

1 9-5350 

8-5079 

7-3750 

52 

9-4094 

9*2227 

8-2007 

7-0833 

53 

9*0977 

8-9113 

7-8966 

6-7969 

54 

8*7867 

8-6009 

75961 

6*5157 

55 

8-4774 

8-2927 

7*2999 

6*2403 

56 

8*1699 

7-9871 

7-0085 

5*9711 

57 

7*8652 

j 7-6846 

i 6*7222 

5*7079 

58 

7*5637 

7-3855 

1 6-4413 

: 5*4511 

59 

7*2658 

7-0906 

6-1659 

5-2009 

60 

! 6*9726 

6-8007 

5*8969 

4-9578 

61 

6*6847 

6-5164 

5-6344 

I 4 7215 

62 

6*4027 

6*2384 

5*3790 

: 4-4928 

63 

6*1271 

6-9670 

5*1306 

4-2717 

64 

1 5-8583 

5-7022 

4*8897 

4 0582 

65 

5-5965 

5-4448 

4-6564 

3*8521 

66 

5*3421 

5-1948 

4*4308 

3*6526 

67 

5*0955 

4-9527 

4-2132 

3*4589 

68 

4*8567 

4*7184 

4-0038 

! 3-2701 

69 

i 4-6256 

4-4919 

3-8022 

[ 3-0849 

70 

1 


9 


24 


Sterblichkeits-Tafei  der 

Zinsfuß 


:V- 

L 

N. 

1 

1 

lijc 

\ 

10 

100  000 

\ 676 

: 67  5o6*42 

' 1 381  771*36 

14  411*37 

20*4536 

11 

99  324 

674 

64  518*98 

! 1 314  214*94 

13  972*25 

20*3694 

12 

98  650 

672 

61  616*50 

! 1 249  695*96 

13  551*27 

20*2818 

13 

97  978 

671 

58  843*05 

1 188  079  46 

13  147*68 

20*1906 

14 

97  307 

671 

56  192*37 

1 129  23i*41 

12  760*20 

20*0956 

15 

96  636 

671 

53  658*54 

1 073  044  04 

12  387  62 

19*9977 

16 

95  965 

672 

51  236  50 

1 019  385*50 

12  029*36 

19*8957 

17 

95  293 

673 

48  920*88 

968  14900 

11  684*38 

19*7901 

18 

94  620 

675 

46  707*09 

919  228*1*^ 

11  352*17 

19*6807 

19 

93  945 

! 677 

44  590*28 

872  521*03 

11  031*78 

19*5675 

20 

93  268 

680 

42  566*30 

827  930*75 

10  722*81 

19*4504  j 

21 

92  588 

683 

40  630*73 

785  364*45 

10  424*40 

19*3293  ' 

22 

91  905 

686 

38  779*81 

744  733*72 

10  136*21 

19*2042 

23 

91  219 

690 

1 37  009*95 

705  953*91 

9 857*88 

19*0747 

24 

90  529 

694 

35  317*31 

668  943-96 

9 588*69 

18*9410 

25 

89  835 

698 

33  698*62 

633  626*65 

9 328*36 

18-8028 

26 

89  137 

703 

32  150*76 

599  928  03 

9 076*60 

18-6598  i 

27 

88  434 

708 

30  670*38 

567  777-27 

8 832-79 

18*5123 

28 

87  726 

714 

29  254*64 

537  106*89 

8 596*69 

18*3597 

29 

87  012 

720 

27  900*52 

507  852*25 

8 367*74 

18*2022 

30 

86  292 

727 

26  605*43 

479  951*73 

8 145*75 

18*0396 

31 

85  565 

734 

26  366-62 

453  346*30 

7 930*23 

17*8718 

32 

84  831 

742 

24  181*75 

427  979*68 

7 720*99 

17*6985 

33 

84  089 

750 

23  048*31 

403  797*93 

7 517*62 

17*5197 

34 

83  339 

758 

21  964*17 

380  749*62 

7 319*95 

17*3350 

35 

82  581 

767 

20  927*30 

358  785  45 

7 127*86 

17*1444 

36 

81  814 

776 

19  935-61 

337  858*15 

6 940*97 

16*9476 

37 

81  038 

785 

18  986  95 

317  922*64 

6 759  15 

16*7443 

38 

80  253 

795 

18  079  83 

298  935*09 

6 582*31 

16*5342 

39 

79  458 

805 

17  212*24 

280  855*86 

6 410*09 

16*3172 

40 

78  653 

815 

16  382*56 

263  643*62 

6 242*42  , 

16*0929 

41 

77  838 

826 

15  589*23 

247  261*06 

6 079-19  ' 

15*8610 

42 

77  012 

839 

14  830*58  , 

231  671*83 

5 920*13 

15*6212 

43 

76  173 

857 

14  104*82 

216  841*25 

5 764*77 

15*3736 

44 

75  316 

881 

13  409*74 

202  736*43 

5 612*18 

15-1186 

45 

74  435 

909 

12  743*15 

189  326*69 

5 461*36 

14*8571 

46 

73  526 

944 

12  103*40 

176  583*51 

5 311*72 

14*5896 

47 

72  582 

981 

11  488*46 

164  460-14 

5 162-31 

14*3170 

48 

71  601 

1021 

10  897*30 

152  991*68 

5 013*00 

14*0394 

49 

70  580 

1063 

10  328*76 

142  094*38 

4 863*59 

13*7572 

50 

69  517 

1108 

9 781*919 

131  765*619 

4 714*01 

13*4703 

51 

68  409 

1156 

9 255*778 

121  983*700 

4 564*10  ' 

13*1792 

52 

67  253 

1207 

8 749*395 

112  727*922 

4 413*71 

12*8841 

53 

66  046 

1261 

8 261*892 

103  978*527  ' 

4 262*72  ; 

12-5853  1 

54 

61785 

1316 

7 792*452 

95  716*635 

4 111*04  ; 

12-2833  ! 
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40  ^ 

/o* 


dj. 

1>X 

Nx 

Ux 

X 

1 

63  469 

1375 

7 340*540 

87  924*183 

3 958*84 

11*9779 

\ 

55 

62  094 

1436 

6 905*301 

80  583*643 

3 805*93 

11-6698 

56 

60  658 

1497 

6 486*161 

73  678*342 

3 652*38 

11-3593 

57 

59  161 

1561 

6 082*776 

67  192*181 

3 498*46 

11-0463 

58 

67  600 

1627 

5 694*498 

61  109*405 

3 344  14 

10*7313 

o9 

55  973 

1698 

5 320-816 

55  414*907 

3 189-47 

10-4147 

00 

54  275 

1770 

4 960*965 

50  094*091 

3 034*27 

10-0977 

61 

52  605 

1844 

4 614*595 

45  133*126 

2 878*71 

9*7805 

62 

50  661 

1917 

4 281*278 

40  518*531 

2 722*87 

9*4641 

63 

48  744 

1990 

3 960*841 

36  237*253 

2 567*10 

9*1489 

64 

46  754 

2061 

3 653*017 

32  276*412 

2 411*62 

8*8356 

bo 

44  693 

2128 

3 357*679 

28  623*395 

2 256*78 

8-5248 

66 

42  565 

2191 

3 074*814 

25  265-716 

2 103*06 

8*2170 

67 

40  374 

2240 

2 804*366 

22  190*902 

1 950*87 

7*9130 

68 

38  128 

2291 

2 546*500 

19  386*536 

1 800*86 

7*6130 

69 

35  837 

2327 

2 301*431 

16  840*036 

1 653*74 

7*3172 

■0 

33  510 

2351 

2 069  223 

14  538-605 

1 510*05 

7*0261 

71  ’ 

31  159 

2S62 

1 850*048 

12  460*382 

1 370*46 

6*7400 

72 

28  797 

2358 

l 644  044 

10  619*334 

1 235*61 

6-4594 

73 

26  439 

2339 

! 451*369 

8 975*290 

1 106*17 

6-1841 

74 

24100 

2303 

1 272*086 

7 523*921 

982*705 

5*9147 

75 

21  797 

2249 

1 106-275 

6 251*835 

S65-819 

5*6512 

76 

19  548 

2179 

953*9711 

5 145*5598 

756*065 

5*3938 

77 

17  369 

2092 

815*0314 

4 191*5887 

653*816 

5*1428 

78 

15  277 

1987 

689*2936 

3 376*5573 

559-426 

4*8987 

79 

13  290 

1866 

570*5777 

2 687*2637 

473*221 

4*6607 

80 

11  424 

1730 

476*5601 

2 110*6860 

395*380 

4*4290 

81 

9 694 

1582 

388*8384 

1 634*1259 

325*987 

4-2026 

82 

8112 

1427 

312*8677 

1 245*2875 

264*972 

3*9803 

S3 

6 685 

1268 

247*9139 

932*4198 

212052 

3*7611 

84 

5 417 

1111 

193*1635 

684*5059 

166*836 

3*5437 

85 

4 306 

958 

147*6410 

491*3424 

128*743 

3*3280 

86 

3 348 

811 

110*3786 

343*7014 

97-1593 

3*1139 

87 

2 537 

673 

80*42417 

233*32282 

71*4502 

2-9011 

88 

1864 

545 

56*81705 

152*89865 

50-9363 

2*6911 

89 

1 319 

427 

38*65843 

96-08160 

34*9630 

2*4854 

90 

892 

322 

25-13801 

57-42317 

22*9294 

2-2843 

91 

570 

231 

15*44570 

32*28516 

14*2040 

2*0903 

92 

339 

155 

8*832815 

16*839461 

8*18514 

1-9005 

93 

184 

95 

4*609820 

8*006646 

4*30187 

1-7369 

94 

89 

52 

2*143990 

3*396826 

2*01334 

1*5844 

95 

37 

24 

0*8570401 

1*2528356 

0-808854 

1*4618 

96 

13 

9 

0*2895406 

0*3957955 

0*274318 

1*3670 

97 

4 

3 

0-08566289 

0*10625493 

0-0815762 

1*2403 

98 

1 

1 

002059204 

0*02059201 

0*0198000 

1*0000 
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Sterblichkeits-Tafel  der 

IHWI 


^JC 

4 

r/x 

1 

iJ/x 

1 

{ 

’ 20 

100  000 

919 

50  256*59 

1031  223*70 

15  384-28 

20*5192 

21 

99  081 

908 

48  110*85 

980  967*11 

14  938*04 

1 20*3897 

22 

98  173 

887 

46  057*92 

932  856*26 

14  512*05 

20*2540 

23 

97  286 

861 

44  098*35 

886  798*34 

14  109-99 

! 20*1096 

24 

96  425 

835 

42  230*02 

842  699*99 

13  732-91 

19*9550 

25 

95  590 

816 

40  448*62 

800  469*97 

i 13  379*58 

19*7898 

26 

94  774 

804 

38  747*18 

760  021*35 

13  045*97 

19*6149 

27 

93  970 

797 

37  119*30 

721  274*17 

12  728*38 

19*4312 

28 

93  173 

795 

35  559-88 

684  154*87 

12  424*20 

19*2396 

29 

92  378 

1 800 

34  064*22 

648  594*99 

12  131*05 

19*0404 

30 

91  578 

808 

32  627-26 

614  530*77 

11  846-03 

18-8349 

31 

90  770 

818 

31  245-70 

581  903*51 

11  567*89 

18*6234 

32 

89  952 

831 

29  917-11 

550  657*72 

3 1 295-83 

18*40fil 

33 

89  121 

841 

28  638*38 

520  740*61 

11  028*79 

18*1833 

34 

88  280 

856 

27  408*83 

492  102-23 

10  767*68 

17*9541 

35 

87  424 

873 

26  225*18 

464  693*40 

10  510*90 

17*7194 

36 

86  551 

889 

25  085*31 

438  468*22 

10  257*88 

17*4791 

37 

85  662 

906 

23  988*07 

413  382*91 

10  008*93 

17*2329 

38 

84  756 

928 

22  931-75 

389  394*81 

9 763*80 

16*9806  1 

39 

83  828 

950 

21  913*69 

366  463*00 

9 521-21 

16  7230  j 

1 

40 

82  878 

975 

20  932*70 

344  549*40 

9 281*27 

16-4599  ! 

41 

81  903 

1006 

19  986*91 

323  616-70 

9 043*34 

16-1914  1 

42 

80  897 

1035 

19  073*82 

303  629*79 

8 806*15 

15*9187  1 

43 

79  862 

1063 

18  193*03 

284  555*97 

8 570*37 

15"6409 

44 

78  799 

1092 

17  343*84 

266  362*94 

8 336-40 

15-3578 

45 

77  707 

1117 

16  525*11 

249  019*10 

8 104-18 

15*0691 

46 

76  590 

1140 

15  736*78 

232  493*99 

7 874-67 

14*7739 

47 

75  450 

1169 

14  978*31 

216  757*2: 

7 648-36 

14-4714 

48 

74  281 

1204 

14  247*57 

201  778*90 

7 424*14 

14*1623 

49 

73  077 

1246 

13  542*65 

187  533  *33 

7 201-01 

13*8475 

1 

50 

71  831 

1303 

12  861*58  : 

173  988'6H 

6 977-91 

13*5278 

51 

70  528 

1362 

12  201-23  1 

161  127*10 

6 752*49 

13*2058 

52 

69  166 

1425 

11  560*90  ' 

148  925*87 

6 524*83 

12*8818 

53 

67  741 

1490 

10  939-89 

137  364*89 

6 294-70 

12-55H3 

54 

66  251 

1556 

10  337*45  ; 

126  425*00 

6 062*21 

12*2298 

55 

64  695 

1621 

9 753*298 

116  087*548  , 

5 827*63 

11*9024 

i-6 

63  074 

1691 

9 187*361 

106  334  250 

5 591*51 

11*5740 

57 

61  383 

1759 

8 638-69Ö 

97  146-880 

5 353-53  i 

11*2456 

58 

59  624 

1832  ! 

8 107*385 

88  508  194  ; 

5 114*35  ! 

10*9170 

59 

57  792 

1900 

7 592-540  : 

80  400-809  , 

4 873-67 

10*5894 

2*5937 

1*04854 

0*37317 

0*098424 

0*032060 


1-5949 

i'4777 

1-3484 

1*3221 

lOUüO 


2 /O 


45  435 

2246 

4 855-878 

41  985*883 

43189 

2302 

4 459-745 

37  130*005 

40  887 

2355 

4 079*264 

32  670-26(» 

38  532 

2399 

3 714-307 

28  590*996 

1 36  133 
1 

2432 

3 365-270 

24  876*689 

j 

i 33  701 

2452 

3 032*622 

21  611*419 

, 31 249 

2455 

2 716*885 

18  478*797 

^ 28  794 

2436 

2 418*782 

15  761*912 

26  358 

2406 

2 139-276 

13  343*130 

1 23  952 

2360 

1 878-261 

11  203-854 

1 21  592 

2299 

1 635*937 

9 325*593 

19  293 

2210 

1 412*320 

7 689*656 

17  083 

2103 

1 208-251 

6 277-336 

14  980 

1982 

1 023*681 

5 069*085 

12  998 

1848 

858*2007 

4 045*4044 

11  150 

1730 

711*2903 

3 187*2037 

9 420 

1599 

580*6074 

2 475*9134 

7 821 

1443 

465*7508 

1 895*3060 

6 378 

1264 

366*9742 

1 429-5552 

5 114 

1080 

384-2964 

1 062*5810 

4 034 

896 

216-6737 

778*2846 

3 138 

715 

162-8482 

561*6109 

2 423 

566 

121*4907 

398*7627 

1857 

442 

89*96242 

277-27195 

1 415 

344 

66*23161 

187-30953 

1071 

347 

48*43485 

121*07792 

724 

261 

31*63492 

72*64307 

463 

188 

19*54649 

41*00815 

275 

126 

11*21709 

21*46166 

149 

1 i 

5*872099 

10*244574 

72 

42 

2*741569 

4*372475 

30 

19 

1*103691 

1*630906 

11 

8 

! 0*391001s 

0*5272148 

3 

*> 

0 1030308 

0-1362130 

1 

1 

0*03318221 

0*03318221 

1 

* Die  ofiizielle  Tafel  bricht  beim  Alter  90  ab. 


190*356 

143*858 

108*007 

80*587 

59-898 


44*341 

29*179 

18*1598 

10*4914 

5*5257 


2*4998 

2*2963 

2*0980 

1-9133 

1*7446 


55  892 
53  916 
51  878 
49  781 
47  632 


71 

72 

73 

74 


3*5920 

3*4487 

3*2822 

3*0821 

2*8281 


3 436*06 
3 204*14 
2 974*47 
2 747-46 
2 624*03 


8*6464 

8-3266 

8*0089 

7*6975 

7*392*2 


7*0933 

6*8015 

6*5165 

6*2372 

5*9650 


5*7005 

5*4447 

5*1954 

4*9518 

4*7138 


4*4809 

4*2644 

4*0694 

3*8955 

3*7376 


2 305*18 
2 092*00 
1 885*77 
1 688*06 
1 499*39 


1 320*58 
1 152*28 
995*97 
852*26 
721*40 


603*51 

496*883 

401*660 

318*633 

248*365 
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Österraichisch-ungarische 

Zinsfuß 


X 

L 

1 

Nx 

20 

100  000 

349 

50  257 

~! 

1 087  222 

13  490-68 

21-633 

21 

99  651 

361 

48  388 

1 036  9<)5 

13  321-22 

21431 

09 

99  290 

373 

46  582 

988  577 

13  151*86 

21*222 

23 

98  917 

386 

44  838 

941  995 

12  982-78 

21*009 

24 

98  531 

401 

43  153 

897  157 

12  813-73 

20-790 

25 

98  130 

417 

41  524 

854  004 

12  644-05 

20-567 

26 

97  713 

433 

39  949 

812  4S0 

12  473-56 

20-338 

27 

97  280 

451 

38  427 

772  541 

12  302-52 

20-104 

28 

96  829 

471 

36  955 

734  104 

12  130-40 

19-865 

29 

96  358 

491 

35  532 

697  149 

11  956-72 

19*620 

30 

95  867 

512 

34  155 

661  617 

11  781-79 

19-371 

31 

95  355 

537 

32  824 

627  462 

11  605  54 

19-116 

32 

94  818 

562 

31  536 

594  638 

11  426*94 

18-856 

33 

94  256 

589 

30  288 

563  102 

11  246-35 

18-591 

34 

93  667 

619 

29  082 

532  814 

11  063-48 

18-321 

35 

93  048 

649 

27  913 

503  732 

10  877  79 

18047 

36 

92  399 

682 

26  780 

475  819 

10  689-69 

17-768 

37 

91717 

^ -i  mr 

i li 

25  684 

449  019 

10  498-71 

17-484 

38 

91  000 

755 

24  621 

423  355 

10  304-72 

17-195 

39 

90  245 

794 

23  591 

398  734 

10  107*36 

16-902 

40 

89  451 

837 

22  593 

375  143 

9 906-82 

16*605 

41 

88  614 

882 

21  624 

352  550 

9 702-57 

16-303 

42 

87  732 

930 

20  685 

330  926 

9 494-61 

15-998 

43 

86  802 

980 

19  774 

310  211 

9 282*75 

15-689 

44 

85  822 

1 033 

18  889 

290  467 

9 067-05 

15-377 

45 

84  789 

1 089 

18  031 

271  oTS 

8 847-37 

15-062  ! 

46 

83  700 

1 148 

17  198 

253  5 47 

8 623-61 

14-743 

47 

82  552 

1 211 

16  388 

236  349 

8 395-71 

14-422 

48 

81  341 

1 275 

15  602 

219961 

8 163-43 

14-098 

49 

80  066 

1 342 

14  838 

204  359 

7 927-15 

13-773 

1 

50 

78  724 

1 414 

14  096 

189  521 

7 686-86 

1 

13-445 

51 

77  310 

1 486 

13  375 

175  425 

7 442-24 

13-117  ! 

52 

75  824 

1 562 

12  674 

162  050 

7 193-86 

12-786  % 

53 

74  262 

1 639 

1 1 993 

149  376 

6 941-60 

1 12-455 

54 

72  623 

1 720 

11  331 

137  383 

6 685-87 

( 

1 12-124 

55 

70  903 

1 801 

10  689 

126  052 

6 426*56 

11-792 

56 

69  102 

1 884 

10  065 

115  363 

6 164-23 

11-461 

57 

67  218 

1 967 

9 459-6 

105  298*4 

5 899-09 

11-132 

58 

65  251 

2 050 

8 872’8 

95  838'8 

5 631*62 

10*801 

59 

63  201 

2 133 

8 303  3 

86  966-0 

5 362-29 

10-474 
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31/  0/ 

/ a / O' 


Ba 


* i » 


i 


61  068 
58  856 
5f)  568 
54  196 
51  758 


49  256 
46  696 
44  087 
41  440 
38  765 


36  075 
33  384 
30  707 
28  061 
25  462 


22  929 
20  479 
18  128 
15  894 
13  792 


11  834 
10  032 
8 394 
6 926 
5 627 


4 498 
3 532 
2 720 
2 052 
1 514 


1 090 
765 
522 
345 
221 


'/x  i 

IK 

Nx  ' 

V.  1 

Hx 

2 213 

7 751  4 

1 

78  662-7  : 

i 

5 091-55  ^ 

10*148 

2 292 

7 218  0 

70  911*3 

4 820-15 

9-8242 

2 367 

6 702  l 

63  693-3 

4 548-57 

9-5034 

2 438 

6 204-9 

56  991*2 

4 277-57 

9-1848 

2 502  1 

5 725  5 

50  786-3 

4 007-88 

8-8702 

2 560 

5 264-5 

45  060-8 

3 740-17 

8 5594 

2 609 

4 821-8 

39  796  3 

3 476-12 

8 2533 

2 647 

4 398-5 

34  974-5 

3 215-82 

7-9515 

2 675 

3 994-6 

30  576*0 

2 960't*.6 

7-6543 

2 690 

3 610  4 

26  581-4 

2 711-52 

7-3623 

2 691 

3 246-2 

22  971-0 

2 469-46 

• 

7-0762 

2 677 

2 902  5 

19  724  8 

2 2:^5-50 

6*7959 

2 646 

2 579*5 

16  822  3 

2 010*62 

6-5215 

2 599 

2 277  5 

14  242-8 

1 795-87 

6-2538 

2 533 

1 096-7 

11  965  3 

1 5920G 

5-9925 

2 450 

1 737-2 

9 968-6 

1 400  14 

5*7382 

2 351 

1 499-1 

8 231-4 

1 220-79 

5-4907 

2 234 

1 282-2 

6 732-3 

1 054-51 

5-2508 

2 102 

1 086*1 

5 450-1 

901-85 

5-0178 

1 958 

910-63 

4 364-02 

763-06 

' 4-7923 

1 802 

754-93 

3 45:5-39 

638*15 

4-5745 

1 638 

618*33 

2 698*46 

527-079 

4-3642 

1 468 

499*87 

2 080*13 

, 429-534 

4-I6I3 

1 299 

398-51 

1 580-26 

345  068 

3*9655 

1 129 

312-82 

1 181*75 

272-854 

3 7779 

966 

241-60 

868  93 

i 

212-213 

■ 3-5966 

812 

183-30 

627-33 

162-081 

3-4225 

668 

136-38 

444-03 

121-367 

3-2557 

538 

99-409 

307-646 

89-006 

3-0948 

424 

70-866 

208-237 

63-824 

2-9385 

325 

49-294 

137-371 

44-649 

2 7867 

243 

33-427 

88  077 

30-448 

2'6:149 

177 

22-037 

54-650 

20-1891 

2-4799 

124 

14  072 

32-613 

12-9694 

2-3175 

84 

8-7096 

18-5412 

8-0826 

2-1288 

56 

5-2165 
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